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Vorwort. 


Nach den durchgreifenden Aenderungen, welche bei der 
dritten Auflage dieſes Buches zur Ausführung gekom— 
men ſind, fand ich einen weſentlichen Umbau der ge— 
genwärtigen vierten Auflage weder nothwendig noch 
angemeſſen. Berichtigungen und Verbeſſerungen ſind 
an mehreren Stellen eingetreten. 

Das erſte Kapitel iſt zur beſchreibenden Geometrie 
Grundlage und Vorſchule. Daraus erklärt ſich ſeine 
ungewöhnliche Ausdehnung, und warum keine Figuren 
gegeben worden; es iſt wünſchenswerth, daß der Stu— 
dirende zeitig ſeine Vorſtellungskraft übe. 

Der kleinen Schlußabhandlung, welche Körper be— 
trifft, die größtentheils im regulären Syſtem der Mi— 
neralien auftreten, habe ich wiederum Raum gegönnt. 
Die Abſicht, ſie auszudehnen, konnte ich Krankheits 
halber nicht verwirklichen. 

Im Mai 1853. 


Wolff. 
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Erstes Kapitel. 


Bon den geraden Linien und den Ebenen. 


5.1, 


Die Vorausſetzung, welche für den erften Theil der Geometrie 
gemacht worden, daß alle gleichzeitig vorkommenden Punkte 
und Linien in einer Ebene liegen, findet in dem gegenwärtigen 
Theile nicht Statt. Punkte und Linien ſind hier nur dann 
in einerlei Ebene zu denken, wenn es beſonders vorausgeſetzt 
oder bewieſen iſt. a 2 

8 


Gerade Linien und Ebenen werden zuvörderſt von un— 
beſtimmter Ausdehnung, oder unendlich, angenommen. 

Ein Punkt liegt in einer geraden Linie heißt daher, der 
Punkt befindet ſich in der unendlichen geraden Linie; ein Punkt 
oder eine gerade Linie liegt in einer Ebene heißt, der Punkt 
oder die gerade Linie befindet ſich in der unendlich gedachten 
Ebene. Liegt ein Punkt in einer Linie, ſo ſagt man, die Linie 
geht durch den Punkt; liegt ein Punkt oder eine gerade Linie 
in einer Ebene, ſo ſagt man, die Ebene geht durch den Punkt 
oder durch die Linie, auch, die 5” geht durch die Ebene, 

$ 


Durch einen Punkt können unendlich viele Ebenen gedacht 
werden, jede in einer anderen Lage. Durch eine gerade Linie 
gehend laſſen ſich unendlich viele Ebenen denken, von welchen 
jede eine andere Lage hat. 

§. 4. Lehrſätze. 

1) Durch eine gerade Linie und durch einen außerhalb 
derſelben beliebig angenommenen Punkt läßt ſich jedesmal eine 
Ebene legen. 

f Beweis. Denn eine Ebene, welche zuvörderſt bloß durch 
die Linie gedacht wird, kann um die Linie gedreht werden, bis 
ſie den Punkt in ſich aufnimmt. | 

2) Durch drei Punkte, welche beliebig angenommen wor— 
den, läßt fich eine Ebene legen. 

Wolff's Geometrie. 2. Th. 1 
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Beweis. Befinden ſich die drei Punkte in einer geraden 
Linie, ſo fällt der Satz ohne Weiteres in die Augen. Befinden 
ſich die drei Punkte nicht in einer geraden Linie, ſo denke man 
durch zwei von den Punkten eine gerade Linie, und der Satz 
ergiebt ſich nach 1). 

3) Durch zwei gerade Linien, welche ſich ſchneiden, kann 
jedesmal eine Ebene gelegt werden. 

Beweis. Folgt leicht aus 1). 

Wegen des Satzes 2) pflegt man zu ſagen, drei Punkte 
liegen immer in einer Ebene. Auf ihm beruht der bekannte 
Umſtand des Feſtſtehens dreibeiniger Ständer. 

5 


1) Alle Ebenen, welche durch eine gerade Linie und durch 
einen außerhalb derſelben angenommenen Punkt gehen, fallen 
in einander. f 

2) Alle Ebenen, welche durch drei Punkte gehen, die nicht 
in einer geraden Linie liegen, fallen in einander. 

3) Alle Ebenen, welche durch zwei ſich ſchneidende gerade 
Linien gehen, fallen in einander. 
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$. 6. 

Die Lage einer Ebene iſt daher beſtimmt durch eine ge— 
rade Linie und durch einen außerhalb derſelben liegenden Punkt, 
durch welche beide die Ebene geht. Sie iſt ferner beſtimmt 
durch drei Punkte, welche nicht in einer geraden Linie liegen, 
oder durch zwei ſich ſchneidende Linien. 

Die Ebene, welche durch drei nicht in einer geraden Linie 
liegende Punkte A, B, O geht, ſoll die Ebene dieſer drei Punkte, 
ſchlechthin die Ebene ABC genannt werden; und die Ebene, 
welche durch zwei ſich ſchneidende gerade Linien geht, die Ebene 
dieſer Linien. 

8 

Durch vier oder mehr beliebig angenommene Punkte läßt 
ſich nicht jedesmal eine Ebene legen. 

Denn wird durch drei von den angenommenen Punkten 
eine Ebene gedacht, ſo kann der vierte Punkt, oder jeder der 
übrigen Punkte, ſowohl in der Ebene ſich befinden, als außer— 
halb derſelben. 

Daß ein vierter Punkt mit drei anderen Punkten in der- 
ſelben Ebene liege, wird daher in der Folge beſonders vor⸗ 
ausgeſetzt oder bewieſen e ee 


Zwei gerade Linien im Raume ſchneiden ſich entweder, 


oder nicht. N 
Schneiden fich zwei gerade Linien nicht, fo läßt fich ent— 
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weder durch beide eine Ebene legen, oder es kann nicht durch 
beide eine Ebene gelegt werden. Im erſteren Fall ſind die 
Linien parallel, im anderen mögen die geraden Linien wind— 
ſchiefe Linien heißen. 5 
§. 9. Lehrſatz. 
Alle Ebenen, welche durch zwei parallele Linien gelegt 
werden, fallen in einander. 
Beweis. Denn ſolche Ebenen haben drei Punkte ge— 
meinſchaftlich, welche nicht in einer geraden Linie liegen. 


§. 10. 
Die Lage einer Ebene beſtimmt ſich daher auch durch zwei 
parallele Linien. 


§. 11. 

Werden eine gerade Linie und eine Ebene angenommen, 
ſo liegt die Linie entweder mit allen ihren Punkten in der 
Ebene, oder die Linie und die Ebene haben nur einen Punkt 
gemeinſchaftlich, oder die Linie und die Ebene haben keinen 
Punkt gemeinſchaftlich. — Haben eine Ebene und eine Linie 
nur einen Punkt gemeinſchaftlich, ſo ſagt man, ſie ſchneiden 
ſich, und nennt den Punkt, welchen fie gemeinſchaftlich haben, 
ihren Durchſchnittspunkt; haben eine gerade Linie und eine 
Ebene keinen Punkt gemeinſchaftlich, ſo nennt man ſie parallel. 

12 


$. 12. 8 

Zwei Ebenen ſchneiden ſich entweder oder ſind parallel. 

$. 13. Lehrſatz. 

Die Durchſchnittslinie zweier ſich ſchneidenden Ebenen iſt 
eine gerade Linie. 

Beweis. Denn wäre die Durchſchnittslinie krumm, ſo 
könnten in derſelben drei Punkte angenommen werden, welche 
nicht in einer geraden Linie liegen und ſich in jeder der beiden 
Ebenen befinden, und dann müßten die Ebenen in einander 
fallen. 

§. 14. 

Man bemerke für die Folge: 

Die Durchſchnittslinie zweier ſich ſchneidenden Ebenen 
E und F liegt ſowohl in der einen Ebene E, als in der an— 
deren F. 

Zwei ſich ſchneidende Ebenen haben keine anderen Punkte 
gemeinſchaftlich als die ihrer Durchſchnittslinie. Ein Punkt, 
welchen zwei ſich ſchneidende Ebenen gemeinſchaftlich haben, 
iſt daher jedesmal ein Punkt der Durchſchnittslinie. 

i §. 15. Lehrſätze. 
1) Eine gerade Linie liegt in einer Ebene, ſobald zwei 
Punkte der Linie ſich in der Ebene befinden. 
1 * 
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Beweis. Die Linie kann nicht die Ebene ſchneiden, 
denn dann hätte ſie nur einen Punkt mit ihr gemein, noch 
kann ſie mit der Ebene parallel ſein; ſie muß alſo ganz in ihr 
liegen (§. 11.). 

2) Eine gerade Linie liegt in einer Ebene, wenn ſie einen 
Punkt mit der Ebene gemeinſchaftlich hat, und dabei parallel 
mit einer Linie iſt, welche in der Ebene ſich befindet. 

Beweis. Man nehme eine Ebene E an, in ihr eine 
gerade Linie AB; man nehme ferner eine gerade Linie CD an, 
welche mit der Linie AB parallel iſt, und mit der Ebene E 
einen Punkt C gemeinfchaftlich hat: die Linie CD befindet ſich, 
dem Satze gemäß, in der Ebene E. — Dies zu beweiſen denke 
man durch die beiden parallelen Linien AB und CD eine 
Ebene F. Die Ebene F fällt mit der Ebene E zuſammen, 
denn beide gehen durch die Linien AB und durch den Punkt C. 
Die Linie CD befindet ſich in der Ebene F, deshalb auch in 
der Ebene E, welche mit F einerlei Lage hat. 

$. 16. Lehrſatz. 

Eine e Linie iſt parallel mit einer Ebene, wenn ein 
Punkt der Linie außerhalb der Ebene liegt, und ſie mit einer 
geraden Linie parallel iſt, welche in der Ebene ſich befindet. 

Beweis. Man nehme eine Ebene E an, in ihr eine 
gerade Linie AB, ferner eine gerade Linie CD, von welcher 
ein Punkt außerhalb der Ebene E liegt, und welche mit AB 
parallel iſt: Die Linie CD ift mit der Ebene E parallel. — 
Durch die parallelen Linien AB und CD lege man eine Ebene 
F. Die Ebenen E und F ſchneiden ſich in der Linie AB. 
Wollte man annehmen, die Linie CD ſchnitte die Ebene E in 
einem Punkte N, ſo müßte der Punkt N, da er ſowohl in der 
Ebene F als in der Ebene E ſich befindet, ein Punkt der 
Durchſchnittslinie AB beider Ebenen fein; und dann ſchnit⸗ 
ten ſich die Linien AB und CD, welches der „ 
widerſpricht. Deshalb find die Linie CD und die Ebene 
parallel. 

§. 17. Lehrſatz. 

Sind zwei Ebenen parallel, ſo iſt jede Linie, welche in 
der einen Ebene liegt, parallel mit der anderen Ebene. 

Beweis. Denn ſchnitte eine ſolche Linie die andere 
Ebene, ſo würden ſich die Ebenen ſchneiden. 

§. 18. Lehrſätze. 

1) Iſt eine gerade Linie parallel mit einer Ebene, und 
wird durch die Linie eine Ebene gelegt, welche die erſte Ebene 
ſchneidet, ſo iſt die Durchſchnittslinie beider Ebenen parallel 
mit der zuerſt gedachten Linie. 
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Beweis. Man denke eine Ebene E, und eine gerade 
Linie AB, parallel mit dieſer Ebene. Durch die Linie AB 
werde eine Ebene F gelegt, welche die Ebene E ſchneidet. Die 
Durchſchnittslinie der Ebenen E und F ſei CD. Die Linien 
AB und CD find, der Behauptung gemäß, parallel. — Die 
Linien AB und CD befinden ſich zunächſt in einer Ebene, 
nämlich in F; fie können daher nur ſich ſchneiden, oder pa— 
rallel ſein. Wollte man annehmen, daß die Linien ſich ſchnit— 
ten, fo müßte die Linie AB auch die Ebene E ſchneiden, in 
welcher CD liegt. Und da dies der Vorausſetzung wider- 
ſpricht, ſo ſind die Linien parallel. 

2) Schneidet eine gerade Linie eine Ebene, und wird durch 
die Linie eine Ebene gelegt, ſo ſchneidet ſie jene Ebene, und die 
Durchſchnittslinie ſchneidet jene Linie in ihrem Durchſchnitts⸗ 
punkte mit der erſteren Ebene. 

Beweis. Man denke eine Ebene E, und eine gerade 
Linie AB, welche die Ebene E ſchneidet. Der Durchſchnitts— 
punkt ſei B. Durch die Linie AB werde eine Ebene F gelegt. 
Es wird behauptet, die Ebene F ſchneide die Ebene E in einer 
Linie Ne, welche durch B geht. — Die Ebene E enthält den 
Punkt B, weil ſie von der Linie AB in ihm geſchnitten wird; 
die Ebene F enthält den Punkt B, weil fie durch AB geht. 
Beide Ebenen haben alfo den Punkt B gemein, folglich fchnei- 
den ſie ſich, und es iſt B ein Punkt ihrer Durchſchnittslinie 
Ne. AB und Ne haben nun den Punkt B gemein, und 
können nicht zuſammenfallen, weil ſonſt, gegen die Annahme, 
AB in E ſich befinden müßte, mithin ſchneiden ſich dieſe Linien. 

f §. 19. Lehrſatz. 

Sind zwei Linien parallel, und iſt die eine parallel mit 
einer Ebene, ſo iſt auch die andere mit der Ebene parallel, 
oder ſie liegt in der Ebene. 

Beweis. Man nehme zwei parallele Linien AB und 
CD an, und eine Ebene E. Die Linie AB ſei mit der Ebene 
E parallel. Es wird behauptet, die andere Linie CD ſei ent⸗ 
weder parallel mit der Ebene E, oder liege in derſelben. — 
Durch die beiden parallelen Linien werde eine Ebene F gelegt. 
Dieſe iſt entweder parallel mit der Ebene E, oder ſie ſchneidet die- 
ſelbe in einer Linie NQ, welche nach dem vorigen Paragraph 
parallel mit AB iſt. Iſt die Ebene F parallel mit der Ebene E, 
fo iſt auch die in der Ebene F befindliche Linie CD mit der 
Ebene E parallel nach §. 17. Schneiden ſich die Ebenen F 
und E, fo find die Linien CD und NO parallel mit AB, alfo 
entweder ſelbſt parallel (Theil I. §. 16), und dann iſt CD 
parallel mit E nach §. 16, oder es fällt CD mit N zuſam⸗ 
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men en befindet ſich dann in der Ebene E. Darin Ani! 


der Satz. 
$. 20. Lehrſatz 

Sind zwei Linien parallel, und schneidet die eine von ihnen 
eine Ebene, ſo wird dieſe Ebene auch von der anderen Linie 
geſchnitten. 

Beweis. Wollte man annehmen, die andere Linie wäre 
mit der Ebene parallel, ſo müßte, nach dem vorigen Paragraph, 
die erſte Linie mit der Ebene parallel ſein, oder in derſelben 
liegen; wollte man annehmen, die andere Linie läge in der 
Ebene, ſo müßte nach §. 15 2) auch die erſte ſich in der 
Ebene befinden. Beides widerſpricht der Vorausſetzung, des- 
halb tritt der Satz ein. 

§. 21. Lehrſatz. 
Iſt jede von zweien ſich ſchneidenden Linien parallel mit einer 
Ebene, ſo iſt die Ebene der Linien parallel mit dieſer Ebene. 

Beweis. Man nehme eine Ebene E an, und zwei ſich 
ſchneidende Linien AB und CD, von welchen jede mit der 
Ebene E parallel iſt. Durch die ſich ſchneidenden Linien AB 
und CD werde eine Ebene F gelegt. Dieſe iſt parallel mit 
der Ebene E. — Denn wollte man annehmen, die beiden 
Ebenen E und F ſchnitten ſich, ſo müßte nach 8. 18 die Durch⸗ 
ſchnittslinie dieſer Ebenen parallel ſein mit jeder von den ſich 
ſchneidenden Linien AB und CD. Da dies nicht möglich iſt, 


erhellet der Satz. 
$. 22. Lehrſatz. 


Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten Ebene 
e ſo ſind die Durchſchnittslinien parallel. 

Beweis. Die Durchſchnittslinien befinden ſich in einer 
Ebene, nämlich in der dritten. Sie können daher nur parallel 
ſein oder ſich ſchneiden. Schnitten ſie ſich aber, ſo müßten 
die beiden erſten Ebenen den Durchſchnittspunkt gemeinſchaft⸗ 
lich haben, ſich alſo ſchneiden, welches gegen die Voraus 
feßung iſt. Deshalb find die Durchſchnittslinien parallel. 

§. 23. Lehrſatz. 

Schneiden ſich drei Ebenen, ſo daß jede die beiden an⸗ 
deren ſchneidet, ſo ergeben ſich drei Durchſchnittslinien. Dieſe 
Durchſchnittslinien fallen entweder alle drei in einander, oder 
ſie ſchneiden ſich alle drei in demſelben Punkt, oder ſie ſind 
alle drei mit einander parallel, d. h. es iſt jede parallel mit 
jeder von den beiden anderen. 

Beweis. Die drei Ebenen ſeien A, B, C. Die Linie, 
in welcher ſich die Ebenen A und B ſchneiden, ſei AB, die 
Linie, in welcher ſich die Ebenen B und C ſchneiden, ſei BC, 
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die Durchſchnittslinie der Ebenen A und C fei AC. — Man 
betrachte zuvörderſt zwei von den Durchſchnittslinien, etwa AB 
und AC. Sie liegen in einer Ebene, nämlich in A, und kön— 
nen deshalb nur entweder in einander fallen, oder ſich ſchnei— 
den, oder parallel ſein. Der Satz wird daher erwieſen, wenn 
man darthut, daß im erſten Fall alle drei Durchſchnittslinien in 
einander fallen, im zweiten ſich alle drei in demſelben Punkte 
ſchneiden, im dritten alle drei parallel ſind. 

Es mögen erſtens die beiden Durchſchnittslinien AB und 
A0 in einander liegen. Die Linie AB befindet ſich in der 
Ebene B, die Linie A0 in der Ebene C. Die Linie, in wel— 
cher die beiden Durchſchnittslinien AB und AC zuſammenge— 
fallen ſind, befindet ſich alſo gleichzeitig in der Ebene B und 
in der Ebene C. Sie iſt daher die Durchſchnittslinie der Ebe⸗ 
nen B und C. Sonach liegen alle drei Durchſchnittslinien in 
einander. (Man erinnere ſich daran, daß eine gerade Linie, 
welche zwei ſich ſchneidende Ebenen gemeinſchaftlich haben, 
nothwendig deren Durchſchnittslinie iſt.) 

Es mögen zweitens die beiden Durchſchnittslinien AB 
und 40 ſich ſchneiden in dem Punkte N. Der Punkt N liegt 
ſowohl in der Linie AB als in der Linie A0. Die Linie AB 
liegt in der Ebene B, die Linie AC in der Ebene C. Der 
Punkt N befindet ſich demnach gleichzeitig in der Ebene B 
und in der Ebene C. Dann iſt er aber ein Punkt der Durch- 
ſchnittslinie der Ebenen B und C. Die Durchſchnittslinie BC 
kann nicht mit einer der anderen Durchſchnittslinien zuſammen— 
fallen, weil ſonſt alle drei zuſammenfielen, alſo die beiden an— 
deren ſich nicht ſchneiden würden. Es ſchneiden ſich daher 
alle drei Durchſchnittslinien in demſelben Punkte N. 

Endlich mögen die beiden Durchſchnittslinien AB und 
AC parallel fein. Wollte man annehmen, die dritte Durch— 
ſchnittslinie BC fiele mit einer der beiden anderen Durchſchnitts— 
linien zuſammen, ſo müßten, nach dem Bisherigen, alle drei 
Durchſchnittslinien zuſammenfallen; und wollte man anneh- 
men, die dritte Durchſchnittslinie ſchnitte eine der beiden ande- 
ren, ſo müßten alle drei ſich in demſelben Punkte ſchneiden. 
Beides wäre gegen die Vorausſetzung, daher kann die dritte 
Durchſchnittslinie (welche mit jeder von den beiden anderen in 
einer Ebene liegt) nur mit jeder von den beiden anderen 
Durchſchnittslinien parallel ſein. i 

Damit iſt der Satz bewieſen. 

Bu. §. 24. Lehrſatz. 

Sind zwei gerade Linien parallel mit einer dritten gera— 
den Linie, ſo ſind jene Linien parallel. 
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Beweis. Eine gerade Linie AB ſei parallel mit einer 
geraden Linie PQ, eine gerade Linie CD ſei ebenfalls parallel 
mit der geraden Linie Pe. Es wird behauptet, die geraden 
Linien AB und CD ſeien parallel. — Durch AB und P denke 
man eine Ebene E, durch CD und P eine Ebene F, durch 
AB und einen Punkt N der Linie CD eine Ebene G. Die 
Durchſchnittslinie der Ebenen F und G ſei NV. Die Ebenen 
E, F, G ſchneiden ſich in den Linien AB, PQ und NV. Die 
Linien AB und P ſind parallel, folglich iſt nach dem vorigen 
Paragraphen NV parallel mit PQ und parallel mit AB. Nun 
fällt aber CD mit NV zuſammen, denn beide Linien find pa⸗ 
rallel mit PQ und haben den Punkt N gemein, und da NV 
mit AB parallel iſt, fo iſt auch CD parallel mit AB. 

§. 25. Lehrſatz. 

Sind zwei ſich ſchneidende Linien einzeln parallel mit 
zweien anderen ſich ſchneidenden Linien, ſo ſind die Winkel, 
welche die erſteren bilden, gleich den Winkeln, welche die an— 
deren bilden; und die Ebenen der ſich ſchneidenden Linien ſind 
parallel. 

Beweis. Man denke zwei ſich ſchneidende Linien AB 
und 40, und zwei andere ſich ſchneidende Linien A B' und 
A C'; und es ſei AB parallel mit A B,, A0 parallel mit 
AC. Es wird behauptet, die Winkel, welche die unendlichen 
geraden Linien AB und 40 bilden, ſeien gleich den Winkeln, 
welche von den unendlichen geraden Linien A’B’ und A’C’ ge- 
bildet werden. — Die Schenkel AB und A B' denke man 
gleich gerichtet, eben fo die Schenkel AC und A C, und es 
iſt nur zu zeigen, daß die Winkel BAC und B&C einander 
gleich find. Man nehme AB“ gleich AB, AC gleich A0 
und denke die Linien AA’, BB’, CO’. Das Viereck ABBA 
iſt ein Parallelogramm, denn die gegenüberſtehenden Seiten 
AB und A’B find parallel und gleich. Das Viereck ACC A 
iſt ebenfalls ein Parallelogramm, weil die Seiten AC und 407 
parallel und gleich find. Deshalb iſt BB’ gleich AA’, und 
CC’ gleich AA’, alſo BB’ gleich CC’; ferner ift BB’ ſowohl 
als CC’ parallel mit AA’, folglich BB parallel CC. Man 
denke noch die Linien BC und BC’. Dadurch entfteht das 
Viereck BOC/B’, und dies iſt ein Parallelogramm, weil die 
gegenüberſtehenden Seiten BB’ und CC’ parallel und gleich 
find. Die Linien BC und BC find gleich als gegenüberſte— 
hende Seiten des letzten Parallelogramms. Die Dreiecke ABC 
und ABC haben nun die drei Seiten beziehlich gleich, find 
alſo congruent, und deshalb endlich iſt der Winkel BAC gleich 
dem Winkel BAC, Daß die Ebenen der fich ſchneidenden 
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Linien parallel find, erhellet aus §. 21, wenn man zunächſt 
durch die einen der ſich ſchneidenden Linien eine Ebene denkt. 
26. 


$. 
Sind daher die Schenkel zweier Winkel beziehlich parallel, 
ſo ſind entweder die Winkel gleich, oder ihre Summe macht 
einen geſtreckten Winkel aus. 
. 

1) Man denke zwei windſchiefe Linien AB und CD. In 
der einen AB nehme man zwei Punkte N und N’ beliebig an, 
und denke durch fie zwei Linien NS und N' parallel mit der 
Bear CD. Die Linien N und N' bilden gleiche Winkel 
mit AB. 

Denn N und N’Q’ find parallel nach 8. 24. 

2) Man denke zwei windſchiefe Linien AB und CD. In 
der einen AB nehme man einen Punkt N beliebig, und denke 
durch ihn eine Linie N parallel mit CD; in der anderen CD 
nehme man einen Punkt 8 beliebig, und denke durch ihn eine 
Linie SV parallel mit AB. Der Winkel, welchen NL mit AB 
bildet, iſt gleich dem Winkel, welchen SV bildet mit OD. 

Denn die Schenkel der Winkel ſind parallel. 

3) Man denke zwei windſchiefe Linien AB und CD. 
Durch einen beliebigen Punkt & der Linie CD denke man 
eine Linie A B' parallel zu AB. Von dem Winkel, welchen 
A B' und CD bilden, fagt man, er werde von den wind⸗ 
ſchiefen Linien gebildet. 

Zwei windſchiefe Linien ſtehen normal auf einander, wenn 
ſte einen rechten Winkel bilden, u. dgl. m. 

Wegen 1) und 2) geht für zwei windſchiefe Linien ſtets 
derſelbe Winkel hervor, gleichviel in welcher der beiden Linien, 
und wo in ihr, man den Punkt annimmt, durch welchen man 
die Parallele zur anderen denkt. 

4) Sind zwei Linien AB und AB parallel und dabei 
windſchief zu einer Linie PQ, fo bilden fie gleiche Winkel mit 
derſelben. (Nicht umgekehrt). 

Denn eine Linie 905 welche PQ ſchneidet und parallel 
iſt mit AB, iſt auch parallel mit A B', und liefert den Win⸗ 
kel, welchen AB mit PO bildet, und zugleich den zwiſchen A B' 
und Q. 

5) Steht daher eine gerade Linie normal auf der einen 
von zwei parallelen Linien, fo fteht fie auch auf der anderen 


normal. 
$. 28. Lehrſatz 
Schneidet eine gerade Linie eine Cbene, und ſteht ſie nor⸗ 
mal auf zweien geraden Linien, welche in der Ebene liegen 
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und fich ſchneiden, fo ſteht fie normal auf jeder geraden Linie 
in der Ebene. 

Beweis. Man denke eine Ebene E und eine gerade 
Linie AB, welche die Ebene ſchneidet. Der Durchſchnitts— 
punkt ſei B. Man denke ferner irgend wo in der Ebene zwei 
gerade Linien C’D’ und GH’, welche ſich ſchneiden, und nehme 
an, die Linie AB ſtehe normal auf jeder von dieſen Linien. 
Dann ſoll AB normal ſtehen auf jeder beliebigen geraden Linie 
N'“, welche ſich in der Ebene befindet. — Iſt N' paral⸗ 
lel mit der einen von den Linien C’D’ und GH, fo erhellet 
ohne Weiteres aus dem vorigen Paragraphen, daß AB normal 
ſteht auf NO“. Der Satz iſt daher nur für den Fall zu er- 
weiſen, daß die Linie N' jede der Linien C’D’ und G’H’ 
ſchneidet. 

Durch den Punkt B Fig. 1., in welchem die Linie AB 
und die Ebene E fish ſchneiden, denke man eine Linie CD pa⸗ 
rallel mit C’D’, eine Linie GH parallel mit GH, und eine 
Linie N parallel mit N'. Nach dem vorigen Paragraphen 
ſteht AB normal auf CD und normal auf GH. 

Man nehme BC gleich BD, BG gleich BH, und ziehe 
6 und DH bis zu den Durchſchnittspunkten N und Q mit 
der Linie N. Die Linien C6 und DH find parallel, ſchnei⸗ 
det alſo die eine von ihnen die Linie N, fo thut es auch die 
andere. Fielen ſie parallel aus mit N, jo würde man ſtatt 
ihrer die Linien CH und DG denken. Aus der Proportiona— 
lität erhellet nun ſogleich, ei 5 


iſt, CG gleich DH, und CN gleich Do. 

Aus dem beliebigen Punkte A der Linie AB ziehe man die 
Linien AC, AG, AN, A, AH, AD. Da AB normal auf 
CD, und BC gleich BD ift, fo iſt AC gleich AD, eben fo 
AG gleich AH. Da ferner C& gleich iſt DH, ſo find die 
Dreiecke ACG und ADH congruent, und deshalb die Winkel 
ACN und AD einander gleich. Wegen der Gleichheit dieſer 
Winkel und der Gleichheit der Seiten AC und AD, und ON 
und De, find weiter die Dreiecke ACN und A0 congruent, 


und daraus folgt 
AN SA. 


Die Dreiecke ABN und ABQ haben demnach die drei 
Seiten beziehlich gleich. Mithin ſteht AB normal auf N, 
alfo auch normal auf der damit parallelen Linie N. 

29 


Schneidet eine gerade Linie eine Ebene, und ſteht ſie dabei 
normal auf einer jeden geraden Linie, welche in der Ebene 
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liegt, ſo ſagt man, die Linie ſtehe normal auf der 
Ebene, auch die Ebene ſtehe normal auf der Linie. 

Wird durch einen Punkt, welcher in einer Ebene ſich be— 
findet, eine gerade Linie gedacht, welche auf der Ebene normal 
ſteht, ſo ſagt man, es werde auf der Ebene in jenem Punkt 
eine Normale errichtet. Wird durch einen Punkt, welcher 
außerhalb einer Ebene liegt, eine gerade Linie gedacht, welche 
auf der Ebene normal ſteht, ſo ſagt man, es werde von dem 
Punkte aus eine Normale auf die Ebene gefällt. 

Schneidet eine gerade Linie eine Ebene, ohne auf derſelben 
normal zu ſtehen, ſo ſagt man, die gerade Linie und die Ebene 
ſtehen ſchief auf einander. 

§. 30. Lehrſatz. 

Alle Normalen, welche in demſelben Punkt einer Ebene 
errichtet werden, fallen in einander. 

Beweis. Man ſtelle ſich eine Ebene E vor, in derſel— 
ben einen Punkt A, durch den Punkt A eine gerade Linie AB, 
welche normal ſteht auf der Ebene E, und eine gerade Linie 
AC, welche ebenfalls normal ſteht auf der Ebene E. Es wird 
behauptet, die beiden Linien AB und AC fallen in einander. — 
Man lege eine Ebene F durch die beiden geraden Linien AB 
und AC. Die Linie, in welcher die Ebene F die Ebene E 
ſchneidet, ſei AD. In der Ebene F befinden ſich jetzt die 
Linien AD, AC, AB, und die beiden letzteren ſtehen in dem 
Punkt A normal auf der erſteren Linie AD, deshalb fallen die 
Linien AB und 40 in einander. 

§. 31. Lehrſatz. 

Alle Normalen, welche von demſelben Punkte auf eine 
Ebene gefällt werden, fallen in einander. 

Beweis. Man ſtelle ſich eine Ebene E vor, außerhalb 
derſelben einen Punkt A, von dem Punkte A aus eine gerade 
Linie AB, welche normal ſteht auf der Ebene E, und eine ge— 
rade Linie A0, welche ebenfalls normal ſteht auf der Ebene 
E. Der Behauptung gemäß fallen die Linien AB und A0 in 
einander. — Wollte man annehmen, die beiden Normalen AB 
und A0 fielen nicht in einander, ſo würde in der Ebene E 
die Linie BC gezogen werden können, und dadurch ein Dreieck 
ABC entſtehen, welches ſowohl bei B als bei C einen rechten 
Winkel hätte. Da dies unmöglich iſt, fallen die Normalen 
AB und 40 zuſammen. 8 

§. 32. Lehrſatz. 

Unter allen geraden Linien, welche von einem Punkte au— 
ßerhalb einer Ebene nach dieſer Ebene hin gezogen werden 
können, iſt die Normale die kürzeſte. 
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Beweis. Man nehme eine Ebene E an, außerhalb der— 
ſelben einen Punkt A, fälle von dem Punkt A eine Normale 
AB auf die Ebene, und ziehe von A aus eine zweite gerade 
Linie AC nach der Ebene hin, welche nicht auf der Ebene E 
normal ſteht. Es wird behauptet, die Normale AB ſei kürzer 
als die andere Linie A0. — Denn zieht man in der Ebene E 
die gerade Linie BC, fo entſteht ein rechtwinkliges Dreieck ABC, 
in welchem die Hypotenuſe es an} ift als die Kathete AB. 

§. 33. 


Die Entfernung eines Punktes von einer Ebene iſt die 
Normale von dem Punkte auf die Ebene gefällt, ſo weit ſie 
zwiſchen dieſem Punkte und 55 Ebene ſich befindet. 

§. 34. 
1) Alle Normalen, welche man von einem Punkte außer⸗ 
halb einer geraden Linie auf dieſelbe fällt, fallen in einander. 

2) In demſelben Punkt einer geraden Linie können un- 
endlich viele Normalen auf der geraden Linie errichtet werden, 
von welchen jede eine andere Lage hat. 9 

Denn man kann durch die Linie unendlich viele Ebenen 
legen, von welchen jede eine andere Lage hat, und in jeder von 
dieſen Ebenen kann in jenem Punkt eine Normale auf der 
Linie errichtet werden. 

§. 35. Lehrſatz. 

Alle geraden Linien, welche in demſelben Punkt auf einer 
geraden Linie normal ſtehend gedacht werden können, liegen in 
einer Ebene, und dieſe ſteht normal auf der geraden Linie. 

Beweis. Man ſtelle ſich eine gerade Linie AB vor, 
und errichte in dem beliebigen Punkte B derſelben in verſchie— 
denen Richtungen die Normalen BN, B, BV, u. ſ. w. Es 
wird behauptet, alle dieſe Normalen befinden ſich in einer 
Ebene, welche auf der Linie AB normal ſteht. — Den Satz 
zu erweiſen denke man zuvörderſt durch zwei von den Norma— 
len, etwa BN und Be, eine Ebene E, und thue dar, daß alle 
übrigen Normalen von dieſer Ebene aufgenommen werden. — 
Die Ebene E fteht normal auf der Linie AB, weil die Linie 
AB normal ſteht auf den beiden in E liegenden geraden Linien 
BN und B. Daß die Normale BV ſich in der Ebene E 
befindet, erhellet folgendermaßen: Man ſtelle ſich eine Ebene 
F vor, welche durch die Linie AB und durch die Normale BV 
geht. Die Ebene F ſchneidet die Ebene E. Die Durchſchnitts— 
linie ſei BX. Die Linie BX liegt in der Ebene E; uud da 
AB auf E normal ſteht, bildet BX mit AB einen rechten 
Winkel. In der Ebene F hat man die Linien AB, BV, BX. 
Die Linien BV und BX ftehen in demſelben Punkte normal 
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auf der Linie AB, daher liegen die Linien BV und BX in 
einander. Und weil ſich BX in der Ebene E befindet, liegt 
auch BV in der Ebene E. In derſelben Weiſe läßt ſich zei— 
gen, daß jede der übrigen Normalen in der Ebene E liegt, 
welche, wie ſchon oben bemerkt worden, normal ſteht auf der 


Linie AB. 
§. 36. Lehrſatz. 

Alle Ebenen, welche in demſelben Punkte auf einer ge— 
raden Linie normal ſtehen, fallen in einander. 

Beweis. Man ſtelle ſich eine gerade Linie AB vor, 
durch den beliebigen Punkt B derſelben eine Ebene E, welche 
auf der Linie AB normal ſteht, und durch denſelben Punkt B 
eine zweite Ebene F, welche ebenfalls auf der Linie AB nor- 
mal iſt. Der Behauptung gemäß fallen die Ebenen E und F 
in einander. — Von dem Punkte B aus ziehe man in der 
Ebene E zwei gerade Linien, BN und Be, und in der Ebene 
F ebenfalls zwei gerade Linien BV und BS. Die gerade Linie 
AB ſteht auf jeder von den vier Linien BN, BQ, BV und 
BS normal. Daher befinden ſich dieſe Linien in einer Ebene. 
Mit dieſer Ebene hat die Ebene E die Linie BN und Be 
gemeinſchaftlich, die Ebene F die Linien BV und 88. Die 
Ebenen E und F fallen alſo mit jener Ebene zuſammen. Und 
daraus erhellet der Satz. 

§. 37. Lehrſatz. 

Stehen zwei Ebenen in verſchiedenen Punkten normal auf 
einer geraden Linie, ſo ſind die Ebenen parallel. 

Beweis. Man denke eine gerade Linie AB, durch einen 
Punkt A derſelben eine Ebene E, welche normal ſteht auf der 
Linie, und durch einen anderen Punkt B der Linie AB eine 
zweite Ebene F, welche ebenfalls auf AB normal ſteht. Die 
Ebenen E und F find der Behauptung gemäß parallel. — 
Denn wollte man annehmen, die Ebenen fehnitten ſich, fo 
könnte man in ihrer Durchſchnittslinie einen Punkt X anneh— 
men, und wenn man die Linien AX und BX zöge, würde 
ein Dreieck ABX entftehen, welches ſowohl bei A als bei B 
einen rechten Winkel hätte. Da dies nicht möglich iſt, können 
die Ebenen ſich nicht ſchneiden, ſondern ſind parallel. 

§. 38. Lehrſatz. 

Schneidet eine gerade Linie zwei parallele Ebenen und 
ſteht ſie normal auf der einen dieſer Ebenen, ſo ſteht ſie auch 
normal auf der anderen. 

Beweis. Man ſtelle ſich zwei parallele Ebenen E und 
F vor, und eine gerade Linie AB, welche die Ebenen ſchnei— 
det. Die Linie AB ſtehe normal auf der Ebene E, es wird 
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behauptet, ſie ſtehe auch normal auf der Ebene F. — Man 
denke irgend eine Ebene, welche die parallelen Ebenen ſchnei— 
det. Es entſtehen parallele Durchſchnittslinien. Die Linie AB 
ſteht normal auf der Durchſchnittslinie in E, mithin auch nor— 
mal auf der in F. Durch eine zweite Ebene kann man eine 
zweite Durchſchnittslinie in F erhalten, welche die erſtere ſchnei— 
det und auf der AB normal ſteht. Dann iſt aber AB nor- 
mal auf F. 
§. 39. Lehrſatz. 

Sind zwei Linien parallel und ſteht die eine von ihnen 
auf einer Ebene normal, ſo iſt auch die andere normal auf 
dieſer Ebene. 

Beweis. Denn da die eine auf allen Linien in der 
Ebene normal ſteht, ſo ſteht auch die andere auf allen Linien 
in der Ebene normal nach §. 27. 

§. 40. Lehrſatz. 

Stehen zwei Linien normal auf einer Ebene, ſo ſind ſie 
parallel. 

Beweis. Man denke eine Ebene E und zwei Linien 
AB und CD, welche auf der Ebene E normal ſtehen. Der 
Behauptung gemäß find die Linien AB und CD parallel. — 
Durch irgend einen Punkt A der einen Linie AB denke man 
eine Linie AB’ parallel mit CD. Nach dem vorigen Para— 
graphen ſteht AB“ normal auf der Ebene. Es fällt alſo AB 
mit AB’ zuſammen, und da AB” parallel mit CD iſt, fo iſt 
auch AB mit CD parallel. 

§. 41. Lehrſätze, 

1) Iſt eine gerade Linie parallel mit einer Ebene, ſo iſt 
die Linie überall gleich weit von der Ebene entfernt. 

Beweis. Man nehme eine Ebene E an und eine ge— 
rade Linie AB, welche mit der Ebene parallel iſt. Der Be⸗ 
hauptung gemäß ſind alle Punkte der Linie AB gleich weit von 
der Ebene E entfernt. — Aus zweien beliebigen Punkten A 
und B der Linie fälle man Normalen AC und BD auf die 
Ebene E, und ziehe in der Ebene E die Linie CD. Die Nor— 
malen AC und BD find parallel; die Linien CD und AB 
gleichfalls, nach S. 18. Das Viereck ABD iſt ſonach ein 
Parallelogramm, und deshalb find die Linien A0 und BD eins 
ander gleich. Der Punkt B der Linie AB fteht alſo von der 
Ebene E fo weit entfernt, als der Punkt A. Eben fo kann 
gezeigt werden, daß jeder andere Punkt der Linie AB eben fo 
weit von der Ebene E entfernt iſt, als der Punkt A. Es be- 
finden ſich deshalb alle Punkte der Linie AB in gleichen Ent— 
fernungen von der Ebene E. 
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2) Sind zwei Punkte einer geraden Linie gleich weit von 
einer Ebene entfernt, ſo iſt die Linie mit der Ebene parallel. 

Beweis. Die Ebene ſei E, die gerade Linie AB, und 
die beiden Punkte A und B der Linie mögen gleich weit von 
der Ebene E entfernt fein. — Man fälle aus den Punkten A 
und B die Normalen AC und BD auf die Ebene E, und 
ziehe CD. Die Normalen find der Vorausſetzung gemäß ein- 
ander gleich und nach $. 40 parallel. Das Viereck ABDC 
iſt daher ein Parallelogramm, alſo die Linie AB parallel mit 
der Linie CD in der Ebene E, und dann auch parallel mit 
der Ebene ſelbſt. 

3) Sind zwei Ebenen parallel, fo find fie überall gleich 
weit von einander entfernt. 

Beweis. Die parallelen Ebenen ſeien E und F. In 
der einen, etwa E, nehme man zwei Punkte A und B an, und 
ziehe durch ſie eine gerade Linie. Dieſe Linie iſt parallel mit 
der anderen Ebene F, daher, nach 1), der Punkt B der Ebene 
E eben fo weit von der Ebene E entfernt als der Punkt A. 
Eben fo folgt, daß jeder andere Punkt der Ebene E mit dem 
Punkte A in gleicher Entfernung von F ſteht, und dann find 
alle Punkte der Ebene E gleich weit von F entfernt. 

4) Sind drei Punkte einer Ebene, welche nicht in einer 
geraden Linie liegen, von einer anderen Ebene gleich weit ent— 
fernt, ſo ſind die Ebenen parallel. 

Beweis. Denn find A, B, C die drei Punkte in der 
einen Ebene, ſo ſind die Linien AB und 40 mit der anderen 
Ebene parallel, nach 2), und dann iſt die Ebene ABC parallel 
mit der anderen Ebene, nach §. 21. 


. 42. Lehrſätze. 


1) Iſt eine gerade Linie parallel mit der einen von zwei 
parallelen Ebenen, ſo iſt ſie es auch mit der anderen (wenn 
ſie nicht in dieſer liegt.) 

Beweis. Denn die Linie iſt von der erſten Ebene 
überall gleich weit entfernt, und da die Ebenen ſelbſt überall 
gleich weit abſtehen, ſo iſt die Linie auch von der anderen 
Ebene gleich weit entfernt, und deshalb mit ihr parallel. | 

2) Schneidet eine gerade Linie die eine von zwei paralle— 
len Ebenen, ſo ſchneidet ſie auch die andere. 

Beweis. Denn wäre die Linie mit der anderen paral- 
lel, ſo müßte ſie es auch mit der erſten ſein, nach 1), und 
wollte man annehmen, die Linie läge in der anderen Ebene, 
ſo wäre ſie ebenfalls parallel mit der erſten, welches der Vor— 
ausſetzung widerſpricht. 
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3) Iſt eine Ebene parallel mit der einen von zwei paral- 
lelen Ebenen, fo iſt fie es auch mit der anderen. 

Beweis. Die Ebene iſt von der erſteren der parallelen 
Ebenen überall gleich weit entfernt, die parallelen Ebenen 
ſind ſelbſt überall gleich weit entfernt, daher iſt die Ebene auch 
von der anderen der parallelen Ebenen überall gleich weit ent⸗ 
fernt, deshalb mit ihr parallel. 

4) Schneidet eine Ebene die eine von zwei parallelen 
Ebenen, ſo ſchneidet ſie auch die andere. 

Beweis. Denn wäre ſie mit der anderen parallel, oder 
fiele ſie mit der anderen zuſammen, ſo müßte ſie mit der erſten 
parallel ſein, welches der Vorausſetzung widerſpricht. 

5) Sind zwei Ebenen parallel mit einer dritten Ebene, 
ſo ſind ſie ſelbſt parallel. 

Beweis. Folgt leicht aus 3). 

§. 43 


Eine gerade Linie AB ſchneide eine Ebene E in dem 
Punkte B und ſtehe ſchief auf derſelben. Von dem beliebigen 
Punkte A der Linie werde eine Normale auf die Ebene E ge— 
fällt; der Durchſchnittspunkt der Normale und der Ebene ſei 
C. Man denke die gerade Linie BC; dieſe fol die Brojec- 
tion der geraden Linie AB auf e Ebene E genannt werden. 

* 


Der Winkel, welchen eine gerade Linie mit ihrer Projec⸗ 
tion auf einer Ebene bildet, heißt der Neigungswinkel der 


geraden Linie gegen die Ebene, ſchlechthin der Winkel, welchen 
die gerade Linie und die Ebene mit einander bilden. 


§. 45. Lehrſatz. 


1275 Schneidet eine gerade Linie eine Ebene, und ſteht ſie ſchief 


auf derſelben, fo iſt der Winkel, welchen fie mit ihrer Projec— 
tion auf der Ebene bildet, kleiner als der Winkel, welchen ſie 
mit irgend einer anderen Linie bildet, die in der Ebene liegt 
und durch den Durchſchnittspunkt der Linie und der Ebene geht. 

Beweis. Auf einer Ebene E ſtehe eine gerade Linie 
AB ſchief in dem Punkte B. 40 ſei normal auf E und 
treffe die Ebene in C. Dann iſt BC die Projection von AB 
auf der Ebene. Durch den Punkt B denke man in der Ebene 
irgend eine zweite Linie BD. Es wird behauptet, der Winkel 
ABC, welchen die Linie AB mit ihrer Projection BO bildet, 
ſei kleiner, als der Winkel ABD, welchen die Linie Ab mit 
der Linie BD macht. Man nehme BD gleich BC, und ziehe 
CD. Das Dreieck 400 iſt bei C rechtwinklig, daher iſt Ab, 
als Hypotenuſe, größer, als die Kathete A0. Die Dreiecke 
ABC und ABD haben die Seite AB gemeinſchaftlich, die 
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Seiten BC und BD gleich, aber die dritten Seiten AC und 
Ab ungleich, und zwar iſt AD größer als A0. Daher ſind 
die Winkel in dieſen Dreiecken, welche den ungleichen Seiten 
gegenüber liegen, ungleich, und zwar tft der Winkel ABD grö- 
ßer als der Winkel ABC. Darin liegt der Satz. 

§. 46. Lehrſatz. 

Auf einer Ebene E ſtehe eine Linie AB ſchief in dem 
Punkte B. 40 ſei normal auf E und treffe die Ebene in C. 
Dann iſt BC die Projection von AB auf A0. Durch den 
Punkt B denke man in der Ebene noch zwei Linien BD und 
BF. Iſt nun der Winkel CBF größer als der Winkel CBD, 
ſo iſt der Winkel ABF größer als der Winkel ABD. 

Beweis. Man nehme BD ſowohl als BF gleich BC, 
und ziehe CD, CF, AD und AF. Die Dreiecke CBF und 
CBD haben die Seite BC gemeinſchaftlich, die Seiten BE 
und BD gleich, und der Winkel CBF ift größer als der Win⸗ 
kel CBD; daher iſt die Seite CF größer als die Seite CD. 
Die Dreiecke ABF und ABD haben die Seite AB gemein- 
ſchaftlich, die Seiten BF und BD gleich, die Seite AF ift 
aber, wie leicht erhellet, größer als die Seite AD; und des— 
halb iſt der Winkel ABF größer als der Winkel ABD, wel- 
ches zu erweiſen war. 

§. 47. 

Läßt man daher den Winkel OBF wachſen, fo wird der 
Winkel ABF zunehmen, bis BF in die Verlängerung von CB 
fällt, wo der Winkel ABF fein Maximum erreicht. Geht man 
mit BF über die Verlängerung von CB hinaus, fo nehmen 
die Winkel wiederum ab. Durch den Punkt B laſſen ſich dem- 
nach in der Ebene unendlich oft zwei Linien ziehen, welche mit 
der Linie AB gleiche Winkel bilden. Es giebt aber nicht drei 
Linien in der Ebene E, welche durch B gehen und mit der 
auf E ſchief ſtehenden Linie AB gleiche Winkel machen. 

Und bildet eine gerade Linie AB, welche eine Ebene E 
ſchneidet, mit dreien geraden Linien in dieſer Ebene gleiche 
Winkel, ſo muß ſie auf der Ebene E normal ſtehen. 

f §. 48. Lehrſatz. 
Zwei parallele Linien, welche eine Ebene ſchneiden, bilden 
gleiche Winkel mit dieſer Ebene. 

Beweis. Man nehme eine Ebene an, eine gerade 
Linie AB, welche die Ebene in dem Punkte B ſchneidet, und 
eine gerade Linie OD, welche mit der Linie AB parallel iſt und 
die Ebene in D ſchneiden mag. Der Behauptung gemäß 
find die Neigungswinkel der Linien AB und CD gegen die 
Ebene einander gleich. — Man nehme in der Linie AB den 

Wolff's Geometrie. 2. Th. 2 
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Punkt A beliebig an, fälle von ihm aus eine Normale AN 
auf die Ebene, und ziehe BN. In CD nehme man den 
Punkt C beliebig an, fälle eine Normale CQ auf die Ebene 
und ziehe De. Die Winkel ABN und CD find die Nei- 
gungswinkel der Linien AB und CD gegen die Ebene. Zu⸗ 
vörderſt erhellet die Gleichheit der Winkel BAN und DC. 
Die Schenkel der Winkel find nämlich parallel, AB und CD 
wegen der Vorausſetzung, AN und Ce, weil fie normal auf 
der Ebene ſtehen. Die Winkel BAN und 0 find aber die 
Complementswinkel zu den Winkeln ABN und CD, daher 
ſind auch dieſe Winkel gleich. 
§. 49. Lehrſatz. 

Eine gerade Linie, welche zwei parallele Ebenen ſchneidet, 
bildet gleiche Neigungswinkel mit dieſen Ebenen. 

Beweis. Man denke zwei parallele Ebenen E und F. 
Eine gerade Linie ſchneide beide Ebenen, die Ebene E in dem 
Punkte C, die Ebene F in dem Punkte D. Es wird behaup- 
tet, die gerade Linje bilde gleiche Winkel mit den Ebenen. — 
In der geraden Linie nehme man beliebig einen Punkt A, 
fälle von ihm aus auf die Ebene E eine Normale, und verlän— 
gere dieſelbe bis zum Durchſchnitt mit der Ebene F, auf wel- 
cher ſie ebenfalls normal ſteht. Der Durchſchnittspunkt der 
Normale mit der Ebene E ſei N, der Durchſchnittspunkt mit 
der Ebene F ſei C. Man ziehe noch die Linien CN und De. 
Die Winkel ACN und 40 find die Neigungswinkel der 
Linie gegen die parallelen Ebenen. Die Linien CN und De 
find parallel, denn wird durch die Linien AD und AQ eine 
Ebene gedacht, ſo ſchneidet dieſe die parallelen Ebenen in den 
Linien CN und DO. Deshalb find die Winkel AN und 
AD einander gleich. 

$. 50. 

Man ſtelle fich zwei Ebenen E und F vor, welche ſich 
ſchneiden. In der Durchſchnittslinie werde beliebig ein Punkt 
A angenommen, und von ihm aus in der einen Ebene E eine 
Linie AB gezogen, welche auf der Durchſchnittslinie normal 
ſteht; in der anderen Ebene F werde, ebenfalls von dem Punkte 
A aus, eine gerade Linie AC gezogen, welche normal ſteht auf 
der Durchſchnittslinie. Der Winkel BAC, welchen die beiden 
Normalen bilden, wird der Neigungswinkel der beiden 
Ebenen E und F genannt, ſchlechthin der Winkel, welchen die 
Ebenen E und F mit einander bilden. 

Aus F. 25 erhellet, daß ſich jedesmal derſelbe Neigungs— 
winkel ergiebt, gleichviel wo der Punkt A in der Durchſchnitts⸗ 
linie der beiden ſich ſchneidenden Ebenen angenommen wird. 
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Je nachdem der Neigungswinkel zweier Ebenen ein rech— 
ter iſt, oder ein ſpitzer, ein ſtumpfer u. ſ. w., ſagt man, die 
Ebenen ſtehen rechtwinklig auf einander, oder ſpitzwinklig, oder 
ſtumpfwinklig u. ſ. w. 

Zwei ſich ſchneidende Ebenen nennt man auch einen Fürs 
perlichen Winkel. 

§. 51. Lehrſätze. 

1) Die Ebene, welche durch die Schenkel des Neigungs— 
winkels zweier ſich ſchneidenden Ebenen geht, ſteht normal auf 
deren Durchſchnittslinie. 

Beweis. Die Durchſchnittslinie ſteht normal auf jener 
Ebene, weil ſie normal ſteht auf zweien Linien in derſelben, 
nämlich auf den Schenkeln des Neigungswinkels. f 

2) Schneiden ſich zwei Ebenen, und wird ein dritte Ebene 
gedacht, welche normal ſteht auf deren Durchſchnittslinie, ſo 
bilden die Durchſchnittslinien der dritten Ebene mit den beiden 
erſten Ebenen den Neigungswinkel der erſten Ebenen. 

Beweis. Denn die Durchſchnittslinie der beiden erſten 
Ebenen ſteht normal auf der dritten Ebene, alſo auf den 
Durchſchnittslinien in ihr. 

§. 52. Lehrſatz. 

Schneiden ſich zwei Ebenen, und denkt man eine Linie, 
welche normal ſteht auf der einen Ebene, und eine zweite Linie, 
normal ſtehend auf der anderen Ebene, ſo iſt der Winkel, 
welchen dieſe Linien bilden, gleich dem Neigungswinkel der 
Ebenen. 

Beweis. Denn die Linien ſtehen normal auf den 
. des Neigungswinkels. (Vergl. §. 45 des erſten 

eils.) 

! Man bemerfe für die Folge, daß die Normalen zwei 
Winkel bilden, von welchen der eine der Neigungswinkel der 
Ebenen, der andere fein Supplements winkel tft. 

f f §. 53. Lehrſatz. 

Steht eine gerade Linie normal auf einer Ebene, ſo iſt 
jede Ebene, welche durch die Linie gelegt wird, normal auf 
jener Ebene. 

Beweis. Auf einer Ebene E ftehe in dem Punkre B 
eine gerade Linie AB normal. Durch die Linie AB werde eine 
Ebene F gelegt. Der Behauptung gemäß iſt die Ebene F 
normal auf der Ebene E. — In der Ebene E ziehe man von 
dem Punkte B aus eine Linie BC, welche normal ſteht auf der 
Durchſchnittslinie der beiden Ebenen E und E. Der Winkel 
ABO iſt der Neigungswinkel der Ebenen F und E, und er 

| iſt, wie aus der Vorausſetzung erhellet, ein rechter Winkel. 
9 * 
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§. 54. Lehrſatz. 

Stehen zwei Ebenen normal auf einander, und befindet 
ſich in der einen Ebene eine gerade Linie, welche normal ſteht 
auf der Durchſchnittslinie beider Ebenen, ſo ſteht dieſe Linie 
normal auf der anderen Ebene. 

Beweis. Man ſtelle ſich zwei Ebenen E und F vor, 
welche auf einander normal ſtehen, und in der einen Ebene 
E nehme man eine gerade Linie AB an, welche in dem Punkte 
B normal ſteht auf der Durchſchnittslinie beider Ebenen. Es 
wird behauptet, die Linie AB ſtehe normal auf der anderen 
Ebene F. — In der Ebene F werde in dem Punkte B eine 
Normale BC auf der Durchſchnittslinie errichtet. Der Winkel 
ABC iſt der Neigungswinkel der beiden Ebenen, alſo, der 
Vorausſetzung gemäß, ein rechter Winkel. Die Linie AB 
ſteht normal auf der Linie BC, auch auf der Durchſchnitts— 
linie der beiden Ebenen, daher auf zweien Linien in der Ebene 
F, ſomit auf der Ebene F ſelbſt. 


§. 55. Lehrſatz. 

Stehen zwei Ebenen normal auf einander, und fällt man 
aus einem Punkte in der einen Ebene eine Normale auf die 
andere Ebene, ſo geht die Normale durch die erſte Ebene. 

Beweis. Man ſtelle ſich zwei Ebenen E und F vor, 
welche auf einander normal ſtehen. In der Ebene E werde 
ein Punkt A angenommen, und von ihm aus eine Normale 
AB auf die Ebene F gefällt. Der Behauptung gemäß liegt 
dieſe Normale in der Ebene E. — Man ziehe von dem Punkte 
A aus in der Ebene E eine gerade Linie 40, welche normal 
ſteht auf der Durchſchnittslinie beider Ebenen. Nach dem vo— 
rigen Paragraph ſteht die Linie 40 normal auf der Ebene F. 
Alle Linien aber, welche durch den Punkt A gehen und auf 
der Ebene E normal ſtehen, fallen in einander; daher fällt die 
Linie AB mit der Linie A0 zuſammen, und liegt mit ihr in 
der Ebene E. 


§. 56. Lehrſatz. 

Stehen zwei Ebenen normal auf einander, und wird auf 
der einen Ebene in einem Punkte der Durchſchnittslinie eine 
Normale errichtet, ſo fällt die Normale in die andere Ebene. 

Beweis. Man denke zwei auf einander normal ſtehende 
Ebenen E und F. Auf der Ebene E werde in einem Punkte 
der Durchſchnittslinie beider Ebenen eine Normale AB er⸗ 
richtet. Der Behauptung nach fällt die Normale AB in die 
Ebene F. — Man ziehe von dem Punkte A aus in der Ebene 

F eine gerade Linie 40, welche normal ſteht auf der Durch— 
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ſchnittslinie. Die Linie A0 iſt nach §. 54 auf der Ebene E 
normal. Alle geraden Linien, welche auf der Ebene E in dem— 
ſelben Punkt A normal ſtehen, fallen in einander; daher fällt 
die Linie AB mit der Linie A0 zuſammen, und befindet ſich 
mit der letzteren in der Ebene F. 

§. 57. Lehrſätze. 

1) Man denke zwei ſich ſchneidende Ebenen E und F. 
Ihre Durchſchnittslinie ſei P. In der einen Ebene E werde 
ein Punkt A genommen, und von ihm aus eine Normale AB 
auf die andere Ebene F gefällt, Der Durchſchnittspunkt ſei 
B. Aus dem Punkte B in F fälle man eine Normale BC 
auf die Durchſchnittslinie PQ, und dieſe werde in C getroffen. 
Man ziehe endlich die Linie A0: dieſe ſteht normal auf der 
Durchſchnittslinie PO. 

Beweis. AB fteht normal auf der Ebene F, alſo auch 
normal auf der Linie PQ in ihr, und nach der Annahme ſte— 
hen BC und P normal auf einander. Denkt man daher die 
Ebene ABC, fo ſteht PQ normal auf den beiden ſich ſchnei— 
denden Linien AB und BC in derſelben, folglich auch auf der 
Linie A0. ö 

2) Fällt man aus dem Punkt A der Ebene E eine Nor- 
male AB auf die Ebene F, ferner aus dem Punkt A eine 
Normale 40 auf die Durchſchnittslinie PQ der beiden Ebenen 
E und F, welche dieſelbe in C treffen mag, und zieht endlich 
in F die Linie BC, fo ſteht BC normal auf der Durchſchnitts— 
linie PO. 

Beweis. Man denke aus dem Punkte B eine Normale 
BX auf die Durchſchnittslinie Pꝰ gefällt, welche PQ in X 
treffen mag, und AX gezogen. Nach der vorigen Nummer 
wird AX normal auf Pe. Es fallen alſo A0 und AX zu- 
ſammen, dann aber auch BC und BX, und da BX normal 
ſteht auf PQ, fo iſt auch BC auf PO normal. 

3) Fällt man aus dem Punkt A der Ebene E eine Nor: 
male AB auf die Ebene F, in der Ebene F von B aus eine 
Normale auf die Durchſchnittslinie PQ, und in der Ebene E 
von K aus ebenfalls eine Normale auf die Durchſchnittslinie 
PQ, ſo treffen die beiden letzteren Normalen denſelben Punkt 
der Durchſchnittslinie. 

Beweis. Man denke zuvörderſt in der einen Ebene, 
etwa E, die Normale BC auf die Durchſchnittslinie gefällt, 
und A0 gezogen, fo fteht, nach 1), A0 normal auf der Durch- 
ſchnittslinie. Eine Normale von A aus auf die Durchfchnitte- 
linie PQ gedacht, fällt mit 40 zuſammen, trifft alſo mit der 
Normale BO denſelben Punkt der Durchſchnittslinie. 
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§. 58. Lehrſatz. 

Durch eine gerade Linie, welche nicht normal ſteht auf 
einer Ebene, kann jedesmal eine Ebene gedacht werden, die 
auf jener Ebene normal ſteht. | 

Beweis. Man denke eine Ebene E und eine gerade 
Linie AB, welche auf der Ebene E nicht normal ſteht. Es 
wird behauptet, durch die Linie AB laſſe ſich eine Ebene F 
conſtruiren, normal ſtehend auf E. — Denn wird in der Linie 
AB irgend ein Punkt B genommen, von ihm aus eine Nor- 
male BO auf die Ebene E gefällt, und durch die Linien AB 
und BO eine Ebene F gelegt, fo hat man eine Ebene, welche 
durch die Linie AB geht und auf der Ebene E normal ſteht 


nach §. 53. 
§. 59. Lehrſatz. 

Steht eine gerade Linie nicht normal auf einer Ebene, 
und legt man durch die Linie beliebig viele Ebenen, welche 
normal ſtehen auf jener Ebene, ſo fallen alle dieſe Ebenen in 
einander. 

Beweis. Eine Linie AB ſtehe nicht normal auf einer 
Ebene E. Durch die Linie AB ſeien beliebig viele Ebenen E, 
G, H u. ſ. w. gelegt, ſämmtlich normal auf der Ebene E. Es 
wird behauptet, die Ebenen F, 6, I u. ſ. w. fallen in ein⸗ 
ander. — In der Linie AB nehme man irgend einen Punkt B 
an, und fälle von ihm aus eine Normale BC auf die Ebene 
E. Der Punkt B liegt in jeder von den Ebenen F, G, Hu. ſ. w., 
die Normale BC daher nach §. 55 in jeder von den Ebenen F, 
G, H u. ſ. w., alſo gehen alle dieſe Ebenen durch dieſelben zwei 
ſich ſchneidenden Linien AB und BC, und fallen in einander. 

§. 60. Lehrſatz. N 

Stehen zwei ſich ſchneidende Ebenen normal auf einer 
dritten Ebene, ſo ſchneidet ihre Durchſchnittslinie die dritte 
Ebene und ſteht normal auf derſelben. | 

Beweis. Denn ſtände die Durchſchnittslinie nicht nor⸗ 
mal auf der dritten Ebene, ſo müßten die beiden erſten Ebenen 
nach dem vorigen Paragraphen zuſammen fallen. 

61. Lehrſatz. ' 

Zwei parallele Ebenen E und F werden von einer dritten 
Ebene G unter gleichen Neigungswinkeln geſchnitten. 

Beweis. Man denke eine Linie normal zur Ebene G, 
und eine zweite normal auf der einen von den parallelen Ebe- 
nen, etwa E. Dieſe wird zugleich normal zur anderen Ebene 
F. Nach s. 52 bilden die Normalen den Neigungswinkel der 
Ebenen E und G, zugleich den der Ebenen F und G. Dar- 
aus erhellet der Satz. N 
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§. 62. Lehrſatz. 

Stehen zwei Ebenen E und F normal auf einer dritten 
Ebene 6, und find die Durchſchnittslinien parallel, fo find die 
Ebenen E und F parallel. ö 

Beweis. Man denke in der Ebene E eine Linie nor- 
mal zur Durchſchnittslinie zwiſchen den Ebenen E und G, 
und in der Ebene F eine Linie normal zur Durchſchnittslinie 
zwiſchen den Ebenen F und G. Dieſe Linien ſtehen normal 
auf der Ebene 6, find alſo parallel. Andererſeits find die 
Durchſchnittslinien parallel. Die Ebenen E und F gehen 
demnach durch ſich ſchneidende beziehlich parallele Linien, und 
deshalb ſind ſie parallel. 

§. 63. Lehrſatz. 

Werden zwei gerade Linien von drei parallelen Ebenen 
geſchnitten, ſo verhalten ſich irgend zwei Stücke der einen 
Linie wie die beiden Stücke der anderen Linie, welche mit je— 
nen zwiſchen denſelben Ebenen ſich befinden. 

Beweis. Man denke irgend zwei gerade Linien, und 
ſchneide fie durch drei parallele Ebenen E, F, G. Die Punkte, 
in welchen die eine Linie von den Ebenen geſchnitten wird, 
ſeien beziehlich A, B, C, die, in welchen die andere geſchnitten 
wird A“, B', C'. Man denke die Linie AC’. Sie ſchneide die 
Ebene F in N. Wird die Ebene CAC gedacht, ſo erhellet, 
daß die Linien BN und CC’ parallel find. Eben fo find 
NB' und AA parallel. Und jetzt leuchtet ein, daß zwei Stücke 
der Linie AC ſich verhalten wie die Stücke der Linie AC’, welche 
mit jenen zwiſchen denſelben Ebenen ſich befinden, während 
dieſe Stücke der Linie 40“ ſich verhalten wie die Stücke der 
Linie K 0“ zwiſchen denſelben Ebenen. Darin liegt der Satz. 

§. 64. Lehrſatz. 

Stehen eine gerade Linie und eine Ebene normal auf 
einer Ebene, und fallen ſie nicht in einander, ſo ſind die Linie 
und die erſte Ebene parallel. 

Beweis. Man denke eine gerade Linie AB und eine 
Ebene E, beide normal ſtehend auf einer Ebene FE, ohne zu— 
ſammenzufallen. Die Linie AB und die Ebene E find parallel. 
— Durch die Linie AB lege man eine Ebene &, welche die 
Ebene E ſchneidet. Die Durchſchnittslinie der Ebenen G und 
E ſei Pe. Die Ebene 6 fteht normal auf der Ebene F, 
weil fie durch die Linie AB geht, die auf der Ebene F nor- 
mal ſteht. Da die Ebenen E und G auf der Ebene E nor⸗ 
mal ftehen, iſt ihre Durchſchnittslinie PQ normal auf F, und 
deshalb parallel mit AB. Nun iſt die Linie AB parallel mit 
der Linie PQ in der Ebene E, alſo parallel mit E ſelbſt. 
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§. 65. Lehrſatz. 

Sind eine gerade Linie und eine Ebene parallel, und ſteht 
eine Ebene normal auf der Linie, ſo ſteht ſie auch normal auf 
der mit der Linie parallelen Ebene. N 

Beweis. Eine gerade Linie AB und eine Ebene E 
ſeien parallel. Eine Ebene F ftehe normal auf der Linie AB, 
Es wird behauptet, die Ebene E ſtehe auch normal auf der 
Ebene E. — Man lege durch die Linie AB eine Ebene G, 
welche die Ebene E ſchneidet. Die Durchſchnittslinie der Ebe— 
nen G und E ſei PO. Die Linien AB und P find parallel, 
weil AB mit E parallel if. Da AB auf F normal ſteht, 
iſt P normal auf F, und dann auch die Ebene E, welche 
durch P geht. 

§. 66. Lehrſatz. 


Iſt eine gerade Linie parallel mit einer jeden von zweien 
ſich ſchneidenden Ebenen, ſo iſt ſie parallel mit deren Durch— 
ſchnittslinie. 

Beweis. Zwei Ebenen E und F mögen ſich ſchneiden. 
Ihre Durchſchnittslinie ſei P. Eine gerade Linie AB ſei 
parallel ſowohl mit der Ebene E, als mit der Ebene F. Der 
Behauptung gemäß iſt die Linie AB parallel mit der Durch- 
ſchnittslinie P. — Man ſtelle ſich eine Ebene G vor, welche 
normal ſteht auf der Linie AB. Auf der Ebene G ftehen die 
Ebenen E und F normal nach §. 65. Daher iſt auch die 
Durchſchnittslinie PQ der Ebenen E und F normal auf G, 
und deshalb parallel mit AB. 

' §. 67. Lehrſatz. 

Liegen zwei gerade Linien nicht in einer Ebene, ſo läßt 
ſich immer durch die eine Linie (beliebig welche) eine Ebene 
denken, welche mit der anderen Linie parallel iſt. 

Beweis. Denn liegen zwei Linien AB und CD nicht 
in einer Ebene, und legt man durch irgend einen Punkt A der 
einen Linie AB eine gerade Linie AN, parallel mit der anderen 
CD, und dann durch die ſich ſchneidenden Linien AB und AN 
eine Ebene E, ſo geht dieſe durch die eine Linie AB, und iſt 
parallel mit der anderen Linie CD. 

§. 68. Lehrſatz. 

Liegen zwei gerade Linien nicht in einer Ebene, und legt 
man durch die eine der Linien beliebig viele Ebenen, welche 
parallel ſind mit der anderen Linie, ſo fallen dieſe Ebenen in 
einander. 

Beweis. Fielen zwei von den Ebenen nicht in einan— 
der, ſo ſchnitten ſie ſich in der Linie, durch welche ſie gelegt 
wurden; und da die andere Linie parallel wäre mit jeder der 
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beiden ſich ſchneidenden Ebenen, fo müßte ſte es auch mit ih⸗ 
rer Durchſchnittslinie fein; das aber wäre gegen die Voraus- 
ſetzung, daß die Linien nicht in einer Ebene ſich befinden. Da- 
her fallen die Ebenen in einander. 

§. 69. Lehrſatz. 

Liegen zwei gerade Linien nicht in einer Ebene, ſo giebt 
es immer zwei Ebenen, von welchen die eine durch die eine, 
die 5 durch die andere der Linien geht, und welche paral— 
lel ſind. 

Beweis. Denn liegen zwei Linien nicht in einer Ebene, 
fo kann man nach S. 67 durch die eine Linie eine Ebene legen 
parallel mit der anderen Linie, und dann durch die andere 
Linie eine Ebene, parallel mit der erſteren Ebene. 

§. 70. Lehrſatz. : 

Liegen zwei gerade Linien nicht in einer Ebene, und hat 
man durch ſie beliebig oft zwei Ebenen gelegt, welche parallel 
ſind, ſo fallen alle Ebenen in einander, welche durch die eine 
Linie gehen, eben ſo alle, welche durch die andere Linie gehen. 

Beweis. Denn fielen zwei ſolche Ebenen nicht in ein— 
ander, ſo folgte aus §. 66, daß die Linien parallel wären. 

f §. 71. Lehrſatz. 

Liegen zwei gerade Linien nicht in einer Ebene, ſo giebt 
es immer eine gerade Linie, welche normal ſteht auf einer jeden 
von ihnen. 

Beweis. Man ſtelle ſich zwei gerade Linien AB und 
CD vor, welche nicht in einer Ebene liegen. Durch die eine 
dieſer Linien, etwa AB, lege man eine Ebene E, die parallel 
ift mit der anderen Linie CD, und durch die andere Linie CD 
eine Ebene F, welche normal ſteht auf der Ebene E. Die 
Durchſchnittslinie der Ebenen F und E ſei NC. Die Linie 
N ift parallel mit der Linie CD, Die Linien AB und Ne 
ſchneiden ſich; denn wäre N mit AB parallel, oder fiele 
Ne mit AB zuſammen, fo müßten AB und CD parallel fein. 
Der Durchſchnittspunkt der Linien AB und N ſei T. In 
dem Punkte T errichte man auf der Ebene E eine Normale. 
Dieſe ſteht normal auf der Linie AB. Sie ſteht aber zugleich 
normal auf der Linie CD, denn ſie fällt in die Ebene F, und 
ſteht normal auf der mit CD parallelen Linie NO. Jene in 
T auf der Ebene E errichtete Normale ſteht alſo auf jeder der 
Linien AB und CD normal. 

na $. 72. Lehrſatz. 
Eine Linie, welche normal ſteht auf einer jeden von zweien 
windſchiefen Linien, ſteht auch normal auf den parallelen Ebe- 
nen, welche durch die windſchiefen Linien gedacht werden können. 
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Beweis. Man denke zwei gerade Linien AB und CD, 
welche nicht in einer Ebene liegen, und eine gerade Linie TV, 
welche normal ſteht auf einer ſeden von ihnen, auf AB in T, 
auf CD in V. — Durch den Punkt T lege man eine Ebene 
E normal auf TV, durch V eine Ebene F ebenfalls normal 
auf TV. Die Ebene E nimmt die Linie AB, die Ebene F 
die Linie CD in ſich auf, und beide Ebenen ſind parallel. In 
den Ebenen E und F hat man alſo die prallelen Ebenen, 
welche durch AB und CD gelegt werden können, und die Linie 
TV fteht normal auf ihnen. 

§. 73. Lehrſatz. 

Alle geraden Linien, welche normal ſtehen auf zweien 
nicht in einer Ebene liegenden Linien, fallen in einander. 

Beweis. Denn fielen zwei nicht in einander, ſo wür— 
den ſie parallel ſein, weil jede normal ſteht auf den parallelen 
Ebenen, welche durch die windſchiefen Linien gedacht werden 
können, und dann müßten die windſchiefen Linien in einer 
Ebene liegen, nämlich in der Ebene, welche durch die beiden 
parallelen Normalen geht. Das widerſpricht ſich aber. 

8 §. 74. Lehrſatz. 

Die gerade Linie, welche auf zweien windſchiefen Linien 
normal ſteht, iſt kürzer als jede andere Linie, die zwei Punkte 
der windſchiefen Linien verbindet. 

Beweis. Man ſtelle ſich zwei windſchiefe Linien AB 
und CD vor, und eine gerade Linie TV, welche auf beiden 
normal ſteht. Man nehme noch eine gerade Linie XX an, 
welche einen Punkt X der Linie AB mit einem Punkte Y ver 
Linie CD verbindet, und nicht mit der Linie TV zuſammenfällt. 
Der Behauptung gemäß iſt die Linie TV kürzer als die Linie 
XV. — Durch die Linie AB lege man eine Ebene E parallel 
mit der Linie CD. Auf der Ebene E fteht die Linie TV nor- 
mal nach 8. 72, die Linie XX aber ſchief, denn ftände die 
letzte Linie auf der Ebene E auch normal, fo wäre fie mit 
TV parallel, und dann müßten die Linien AB und CD in 
einer Ebene liegen. Aus dem Punkte Y fälle man eine Nor- 
male YZ auf die Ebene E, und ziehe XZ. Dadurch entſteht 
ein rechtwinkliges Dreieck XYZ. Die Hypotenuſe XX iſt 
größer als die Kathete YZ; alſo auch größer als die Linie 
TV, welche der Kathete YZ gleich iſt. (Es iſt nämlich jo- 
wohl TV als YZ der normale Abſtand der Linie CD’ von der 
mit derſelben parallelen Ebene E.) 
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Man nehme einen Punkt an, laſſe von ihm aus mehr als 
zwei gerade Linien nach beliebigen Richtungen, doch ſo, daß 
nie drei auf einander folgende in einer Ebene liegen, ſich ins 
Unendliche hin erſtrecken, und denke je zwei auf einander fol— 
gende Linien durch eine Ebene verbunden. Die Ebenen theilen 
den unendlichen Raum in zwei Theile; jeder von dieſen Thei— 
len heißt eine körperliche Ecke. Iſt ſchlechthin von einer 
körperlichen Ecke die Rede, fo hat man von den beiden kör— 
perlichen Ecken, welche durch dieſelben Ebenen gebildet werden, 
die vor Augen, die den kleineren Theil des unendlichen Rau— 
mes umfaßt. 

In jeder von den Linien, welche man von dem zuerſt an— 
genommenen Punkt hat ausgehen laſſen, ſchneiden ſich zwei 
der Ebenen; und die Anzahl der Linien iſt der Anzahl der 
Ebenen gleich. Jede der Linien heißt eine Kante der körper— 
lichen Ecke, der Punkt, von welchem alle Kanten ausgehen, 
der Eckpunkt. Eine körperliche Ecke heißt nkantig, wenn 
ſie n Kanten hat, oder, was daſſelbe iſt, durch n Ebenen be— 
gränzt wird. Eine nfantige körperliche Ecke wird auch ein 
körperliches neck genannt. 

Jeder Winkel, welchen zwei auf einander folgende Kanten 

bilden, heißt ein Seitenwinkel, ſchlechthin eine Seite, 
jeder Neigungswinkel zweier auf einander folgenden Ebenen 
ein Neigungswinkel, ſchlechthin ein Winkel der kör— 
perlichen Ecke. 

d §. 76. 

Man ſtelle ſich irgend eine körperliche Ecke vor, verlaͤn— 
gere ihre ſämmtlichen Kanten über den Eckpunkt hinaus, und 
denke die körperliche Ecke, welche die Verlängerungen zu Kan- 
ten hat. Die neu erhaltene körperliche Ecke iſt nkantig, wenn 
die erſte nkantig war, die zweite körperliche Ecke hat alle Sei— 
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ten und alle Winkel mit der erſten körperlichen Ecke beziehlich 
gleich, und in derſelben, doch entgegengeſetzten Reihefolge. 
Beide Ecken, obgleich ſie alle Seiten und Winkel beziehlich 
gleich und in einerlei Lage zu einander haben, ſind wegen der 
entgegengeſetzten Reihefolge nicht congruent, d. h. ſie können 
nicht in einander geſteckt werden, ſo daß ſie ſich decken. 

Zwei körperliche Ecken, von der Beſchaffenheit, daß die 
Kanten der einen die Verlängerungen von den Kanten der 
anderen ſind, oder ſein können, nennt man Vertical-Ecken 
oder Scheitel-Ecken. 

8.977 

Zwei Verticalecken ſind im Allgemeinen nicht congruent, 
und umgekehrt, zwei congruente körperliche Ecken ſind im All— 
gemeinen nicht Verticalecken. 

Zwei körperliche Ecken, welche alle Seiten und Winkel 
beziehlich gleich haben, und in einerlei Lage zu einander, ſind 
entweder ſelbſt congruent, oder ſie ſind Verticalecken, und in 
dem letzteren Fall iſt jedesmal die eine congruent mit der Ver— 
ticalecke der anderen. 

In zwei körperlichen Dreiecken, welche alle Seiten und 
alle Winkel beziehlich gleich und in einerlei Lage haben, welche 
alſo entweder congruent oder Verticalecken ſind, liegen bezieh— 
lich gleichen Seiten gleiche Winkel gegenüber, und beziehlich 
gleichen Winkeln gleiche Seiten. Um alſo bei zwei körperlichen 
Dreiecken aus der Gleichheit zweier von ihren Seiten auf die 
Gleichheit der gegenüberſtehenden Winkel ſchließen zu dürfen, 
und umgekehrt, iſt es gleichgiltig, ob die Dreiecke congruent 
ſind, oder das eine das Verticaldreieck des anderen iſt. 

§. 78. N 

Man ſtelle ſich irgend eine körperliche Ecke vor, errichte 
auf jeder von den Ebenen, welche ſie begränzen, in dem Eck— 
punkt eine Normale, und denke die körperliche Ecke, deren 
Kanten dieſe Normalen ſind. Die zweite körperliche Ecke, 
welche hierdurch erhalten wird, heißt die Supplementsecke, 
oder die Ergänzungsecke der erſten körperlichen Ecke. 

$. 79. Lehrſatz. ö 

Jede körperliche Ecke iſt die Supplementsecke ihrer Sup— 
plementsecke. — . ö 

Beweis. Man ſtelle ſich irgend eine körperliche Ecke 
vor. Die Kanten derſelben mögen AB, A0, AD, AE, AF 
u. ſ. w. fein. Auf der Ebene B40 errichte man in dem Eck⸗ 
punkte A eine Normale AB’, auf der Ebene CAD in dem 
Punkte A eine Normale 40“, auf der Ebene DAE in dem 
Punkte A eine Normale AD’ u. ſ. f., und denke die körper⸗ 
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liche Ecke, deren Kanten die Normalen AB’, AC,, AD’ u. ſ. w. 
find. Die letzte Ecke iſt die Supplementsecke der erften kör⸗ 
perlichen Ecke. Es wird behauptet, die erſte körperliche Ecke 
ſei die Supplementsecke ihrer Supplementsecke. — Den Satz 
zu beweiſen iſt bloß darzulegen, daß die Kanten der zuerſt 
gedachten Ecke normal ſtehen auf den Ebenen der zweiten. 
Die Kante AB ſteht normal auf der Ebene BAC, alſo nor= 
mal auf der Kante 40 in dieſer Ebene; die Kante 40“ ſteht 
normal auf der Ebene CAD, deshalb normal auf der Kante 
AC, welche auch in dieſer Ebene ſich befindet: die Kante A0 
ſteht alſo normal auf der Kante AB’ und auf der Kante A0, 
folglich iſt die Kante A0 normal auf der Ebene BAC, — Die 
Kante AC’ fteht auf der Kante AD normal, da fie auf der 
Ebene CAD normal ſteht; die Kante AD’ ſteht normal auf 
der Ebene DAE, mithin normal auf der Kante AD in dieſer 
Ebene: die Kante AD iſt alſo normal auf den Kanten AC’ 
und AD’, folglich normal auf der Ebene CAD“. U. ſ. w. 
U. ſ. w. Der Satz erhellet N 
8 


Zwei körperliche Ecken, von welchen die eine die Sup— 
plementsecke zur anderen iſt, haben die Eigenſchaft, daß die 
Seiten der einen ſich mit den Winkeln der andern einzeln zu 
einem geſtreckten Winkel ergänzen. 

Dies folgt unmittelbar aus §. 52 und aus dem voran— 
gegangenen Paragraphen. 

§. 81. Lehrſatz. 

Sind zwei körperliche Ecken congruent, ſo ſind auch ihre 
Supplementsecken congruent. 

Beweis. Denn denkt man die congruenten körperlichen 
Ecken in einander geſchoben, daß ſie ſich decken, ſo müſſen die 
Kanten ihrer Supplementsecken nach §. 30 in einander fallen, 
und mit ihnen die Supplementsecken ſelbſt. a 

5 §. 82. Lehrſatz. 

Sind die Supplementsecken zweier körperlichen Ecken con— 
gruent, ſo ſind dieſe körperlichen Ecken ſelbſt congruent. 

Beweis. Folgt unmittelbar aus dem vorigen Para- 
graph, da jede koͤrperliche Ecke die Supplementsecke zu ihrer 
Supplementsecke abgiebt. 

f §. 83. Lehrſatz. 

Die Supplementsecken zweier Verticalecken ſind ſelbſt 
Verticalecken. 

Beweis. Da die Verticalecken alle Seiten beziehlich 
gleich haben, fo find nach §. 80 alle Winkel der Supplements⸗ 
ecken beziehlich gleich, und da die Verticalecken alle Winkel be— 
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ziehlich gleich haben, find auch alle Seiten der Supplements⸗ 
ecken beziehlich gleich. Da endlich die Folge in den Vertical— 
ecken entgegengeſetzt iſt, muß fie es auch in den Supplements⸗ 
ecken ſein: Folglich ſind die Supplementsecken Verticalecken. 
[Daß die Supplementsecken bei der Gleichheit der Seiten und 
Winkel nicht congruent ſein können, folgt auch indirect aus 
dem vorigen Paragraph.] 
$. 84. Lehrſatz. 

Die Summe zweier Seiten eines körperlichen Dreiecks 
iſt größer als die dritte Seite. 

Beweis. Es ſei A der Eckpunkt eines körperlichen 
Dreiecks, AB, A0, AD ſeien die drei Kanten deſſelben. Die 
drei Seiten BAC, BAD, CAD ſeien beziehlich n, p, 9. Der 
Behauptung gemäß iſt die Summe zweier von dieſen Seiten 
größer als die dritte. — Es mag bewieſen werden, daß die 
Summe der beiden Seiten n und p größer als die dritte 
Seite q ift. Iſt ſchon eine der beiden Seiten n und p. grö— 
ßer als die dritte Seite q, oder find die drei Seiten einander 
gleich, ſo fällt der Satz ohne Weiteres in die Augen. Die 
ungünſtigſte Vorausſetzung, welche gemacht werden kann, iſt 
die, daß jede einzelne der Seiten n und p kleiner iſt als die 
Seite q, und unter dieſer Vorausſetzung ſoll der Satz bewieſen 
werden. Man ziehe in der Ebene CAD die Linie AG derge⸗ 
ſtalt, daß der Winkel CAG gleich n werde. Man nehme in 
der Kante AB den Punkt B beliebig, mache AG gleich AB, 
nehme in A0 den Punkt C beliebig, und lege durch die Punkte 
B, C und G eine Ebene, welche die Kante AD in dem Punkte 
D ſchneiden mag. Die Linien BC, CD, BD find die Durch— 
ſchnittslinien der Ebene B06 mit den Ebenen, welche das kör— 
perliche Dreieck begränzen. — Die Dreiecke ABC und A406. 
find congruent, denn fie haben die Seite 40 gemeinfchaftlich, 
die Seiten AB und AG, und die Winkel BAC und CAG 
gleich. Deshalb iſt BC gleich CG. — In dem Dreieck BCD 
iſt die Summe der Seiten BC und BD größer als die Seite 
CD; und weil BC gleich C6 iſt, folgt, daß BD größer iſt als 
6D. — Die Dreiecke BAD und DAG haben die Seite AD 
gemeinſchaftlich, die Seiten AB und AG gleich, die dritten 
Seiten aber ungleich, und zwar iſt BD größer als DG. 

Deshalb iſt der Winkel p größer als der Winkel DAG. Da 
der letzte Winkel gleich g — n iſt, fo hat man 
p>qg-n 
folglich n EP >. 
Und das war zu erweiſen. 
Der Satz gilt nicht allgemein, ſondern nur für ſolche 
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körperlichen Dreiecke, an welchen jede Seite kleiner als ein 
geſtreckter Winkel iſt. Dies ſind indeß diejenigen, welche ge— 
wöhnlich, und in der Anwendung lediglich, vorkommen. Auf 
körperliche Dreiecke einzugehen, welche eine Seite haben, die 
größer iſt als ein geſtreckter Winkel, iſt hier nicht der Ort. 
§. 85. Lehrſatz. 

Die Summe aller Seiten einer körperlichen Ecke iſt klei— 
ner als vier rechte Winkel. 5 

Beweis. Man ſtelle ſich eine nfantige körperliche Ecke 
vor, und ſchneide ſie durch eine Ebene, welche alle Kanten der— 
ſelben trifft. Von der körperlichen Ecke wird durch die Ebene 
ein Körper abgeſondert, welcher durch m Dreiecke und durch 
ein neck, das die Durchſchnittsebene geliefert hat, begränzt iſt. 
Die Summe alle Seiten der körperlichen Ecke ſei x; die 
Summe aller der Winkel der n Dreiecke, welche nicht als 
Seiten der körperlichen Ecke erſcheinen, ſei y; dann iſt x-+-y 
die Summe aller Winkel der n Dreiecke, alſo, weil die Summe 
der Winkel eines jeden Dreiecks 2k beträgt, 

x+y = 2nR, 

An dem erwähnten Körper finden fich n dreifantige Eden, von 
welchen jede einen Winkel der Durchſchnittsebene zur Seite 
hat. Die Summe der beiden anderen Seiten einer jeden von 
dieſen dreikantigen Ecken iſt nach dem vorigen Paragraphen 
größer als die dritte Seite. Die Summe der beiden anderen 
Seiten aller n dreikantigen Ecken iſt y. Die Summe der drit— 
ten Seiten ift die Summe aller Winkel des necks, alſo (n—2) 
2R. Man hat demnach 


y>2nR— AR. 
Dies ſubtrahire man oben; dadurch entſteht 
x AR, 


welches zu beweiſen war. 

Dieſer Satz gilt nicht allgemein, ſondern nur für ſolche 
körperlichen necke, welche keine erhabenen Winkel enthalten. 
Die Summe aller Seiten eines körperlichen necks, welches er— 
habene Winkel enthält, kann kleiner, gleich oder größer als 
vier rechte Winkel ſein. 

§. 86. Lehrſatz. 

Die Summe aller Winkel einer nkantigen körperlichen 
Ecke iſt größer als (1 2) 2R und kleiner als nꝛR. 

Beweis. Man ſtelle ſich eine nkantige körperliche Ecke 
vor und ihre Supplementsecke. Die Summe aller Winkel der 
körperlichen Ecke ſei «k, die Summe aller Seiten ihrer Sup— 
plementsecke ſei y. Dann iſt wegen 8. 80 

xy — m9R, 
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Hieraus folgt zuvörderſt 
x<n2R, 
Es ift nach dem vorigen Paragraph 
N AR 


und, wenn man dies oben ſubtrahirt, folgt ferner 
; x>(n— 2) 2R. 
Das iſt aber der Satz. i 

Die Summe aller Winkel eines körperlichen Dreiecks liegt 
daher zwiſchen R und 6R, die eines körperlichen Vierecks 
zwiſchen AR und SR u. ſ. f. 

Auch dieſer Satz gilt nicht allgemein. 

5 §. 87. Lehrſätze. 

1) Zwei körperliche Dreiecke ſind congruent, wenn zwei 

Seiten des einen einzeln gleich ſind zweien Seiten des anderen, 
wenn die Winkel gleich ſind, welche von dieſen Seiten gebildet 
werden, und wenn die Folge der Seiten und des Winkels in 
beiden Dreiecken dieſelbe iſt. 
Beweis. Denn legt man die Dreiecke in einander, ſo, 
daß die einen der gleichen Seiten ſich decken, ſo fallen wegen 
der Gleichheit der Winkel auch die anderen gleichen Seiten in 
einander, und die Dreiecke decken ſich. 

2) Zwei körperliche Dreiecke ſind Verticalecken, wenn zwei 
Seiten des einen einzeln gleich ſind zweien Seiten des anderen, 
wenn die Winkel gleich ſind, welche von dieſen Seiten gebil— 
det werden, und wenn die Folge der Seiten und des Winkels 
im einen Dreieck entgegengeſetzt iſt der Folge der Seiten und 
des Winkels im anderen. 

Beweis. Denn das eine der körperlichen Dreiecke iſt 
alsdann nach 1) congruent mit der Verticalecke des anderen. 
§. 88. Lehrſätze. 

1) Zwei körperliche Dreiecke ſind congruent, wenn ſie 
eine Seite und die daran liegenden Winkel beziehlich gleich 
haben und in einerlei Folge. i g 

Beweis. Man denke zwei körperliche Dreiecke, welche 
eine Seite und die beiden daran liegenden Winkel beziehlich 
gleich haben, und ſtelle ſich ihre Supplementsecken vor. Die 
Supplementsecken haben, wie leicht erhellet, zwei Seiten und 
die von dieſen gebildeten Winkel beziehlich gleich, und ſind 
congruent nach 1) im vorigen Paragraph. Dann ſind aber 
die körperlichen Dreiecke ſelbſt congruent nach $. 82. 

2) Zwei körperliche Dreiecke ſind Verticalecken, wenn ſie 
eine Seite und die beiden daran liegenden Winkel beziehlich 
gleich haben, aber die Folge dieſer Stücke in beiden Dreiecken 
entgegengeſetzt iſt. 
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Beweis. Denn das eine iſt nach 1) congruent mit der 
Verticalecke des anderen. 
§. 89. Lehrſatz. 

Sind zwei Seiten eines körperlichen Dreiecks gleich, ſo 
ſind die Winkel gleich, welche dieſen Seiten gegenüber ſtehen. 

Beweis. In dem körperlichen Dreieck Fig. 2 mögen 
die Seiten a und b (d. h. die Seitenwinkel DCF und DCE) 
einander gleich ſein. Der Behauptung gemäß ſind dann die 
ihnen gegenüberſtehenden Winkel a und B (d. h. die Neigungs— 
winkel der Ebenen CEF und CED, und CFE und CFD) ein⸗ 
ander gleich.“) — Man denke eine Ebene CDG, welche den 
dritten Winkel 7 des körperlichen Dreiecks in zwei gleiche Theile 
theilt. Dieſe Ebene zerlegt das körperliche Dreieck in zwei 
körperliche Dreiecke, welche Verticalecken ſind, weil ſie zwei 
Seiten und die von ihnen gebildeten Winkel beziehlich gleich 
haben, doch in entgegengeſetzter Folge; ſie haben nämlich die 
Seite DCG gemeinſchaftlich, die Seiten a und b gleich, und 
die Winkel, in welche y getheilt iſt. Daraus folgt die Gleich— 
heit der Winkel a und PB. 

f §. 90. Lehrſatz. 

Sind zwei Winkel eines körperlichen Dreiecks gleich, ſo 
ſind die Seiten gleich, welche dieſen Winkeln gegenüber ſtehen. 

Beweis. Denn ſind zwei Winkel eines körperlichen 
Dreiecks gleich, ſo ſind die zugehörigen beiden Seiten der 
Supplementsecke gleich, dann, nach dem vorigen Paragraph, 
die Winkel der Supplementsecke, welche dieſen Seiten gegen— 
über ſtehen, dann weiter die Seiten der erſten Ecke, welche zu 
dieſen Winkeln gehören. Und dies ſind dieſelben Seiten, deren 
Gleichheit zu erweiſen war. 

§. 91. Lehrſatz. 

Sind zwei Winkel eines körperlichen Dreiecks ungleich, 
ſo ſind die Seiten ungleich, welche dieſen Winkeln gegenüber 
ſtehen, und zwar ſteht dem größeren Winkel die größere Seite 
gegenüber. 

Beweis. Es ſei Fig. 3 der Winkel 4 größer als der 
Winkel . Der Behauptung gemäß iſt alsdann die Seite a 
größer als die Seite b. Man denke die Ebene CEG, welche 
von dem größeren Winkel einen Winkel abſchneidet, gleich dem 
kleineren 8. In dem körperlichen Dreieck CEFG iſt dann die 
Seite 60 F gleich der Seite GCE. In dem koͤrperlichen 


) Wir werden überall in der Folge Seiten körperlicher Dreiecke 
durch kleine lateiniſche und Winkel körperlicher Dreiecke durch kleine 
griechiſche Buchſtaben bezeichnen. 

Wolff's Geometrie. 2. Th. 3 
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Dreieck CDEG betragen die beiden Seiten DCG und GCE 
zuſammengenommen mehr, als die Seite b, daher iſt auch 
DCG CCF größer als b, oder es iſt die Seite a größer 
als die Seite b. Und das iſt der Satz. 

§. 92. Lehrſatz. 

Sind zwei Seiten einer körperlichen Ecke ungleich, ſo ſind 
die Winkel ungleich, welche dieſen Seiten gegenüber ſtehen, 
und zwar ſteht der größeren Seite der größere Winkel gegenüber. 

Beweis. Denn ſind zwei Seiten einer körperlichen Ecke 
ungleich, ſo ſind die zugehörigen Winkel der Supplementsecke 
ungleich, und zwar gehört zur größeren Seite der kleinere Win— 
kel; den ungleichen Winkeln der Supplementsecke ſtehen, nach 
dem vorigen Paragraph, ungleiche Seiten gegenüber, und da— 
her find die Winkel der urſprünglichen körperlichen Ecke un— 
gleich, und zwar ſo, wie es im Satze behauptet worden. 

§. 93. Lehrſätze. 

1) Zwei körperliche Dreiecke ſind congruent, wenn die 
drei Seiten des einen einzeln gleich ſind den drei Seiten des 
anderen, und wenn die Folge dieſer Seiten in beiden Dreiecken 
dieſelbe iſt. 

Dieſer Satz wird ähnlich bewieſen, wie der ähnlich lau— 
tende Satz von der Congruenz ebener Dreiecke. 

2) Zwei körperliche Dreiecke ſind Verticalecken, wenn ſie 
bebte Seiten beziehlich gleich, aber in entgegengeſetzter Folge 
haben. 

Beweis. Denn das eine iſt nach 1) congruent mit 
der Verticalecke des anderen. 

§. 94. Lehrſätze. we 

1) Zwei körperliche Dreiecke find congruent, wenn die 
drei Winkel des einen einzeln gleich ſind den drei Winkeln 
des anderen, und wenn die Folge der Winkel in beiden 
Dreiecken dieſelbe iſt. N 

Beweis. Denn die Supplementsecken der körperlichen 
Dreiecke haben die drei Seiten beziehlich gleich, ſind alſo con— 
gruent, nach 1) im vorigen Paragraph, und dann ſind es 
auch die Dreiecke ſelbſt nach §. 82. f 

2) Zwei körperliche Dreiecke ſind Verticalecken, wenn ſie 
die drei Winkel beziehlich gleich, aber in entgegengeſetzter Folge 
haben. l 

Beweis. Denn das eine iſt nach 1) der Verticalecke 
des anderen congruent. 

§. 95. Lehrſätze. 

1) Zwei körperliche Dreiecke ſind congruent, wenn zwei 

Seiten des einen einzeln gleich ſind zweien Seiten des an— 
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deren, wenn die Winkel gleich find, welche den einen dieſer 
Seiten gegenüber liegen, wenn die Summe der Winkel, welche 
den anderen gegenüber liegen, mehr oder weniger ausmacht, 
als einen geſtreckten Winkel, und wenn die Folge dieſer Stücke 
in beiden Dreiecken dieſelbe iſt. 

Wird bewieſen, wie der ähnlich lautende Satz von der 
Congruenz ebener Dreiecke. 

2) Zwei wüßte Dreiecke find Verticalecken, wenn u. ſ. w. 

96. Lehrſätze. 

1) Zwei körperliche Dreiecke ſind congruent, wenn zwei 
Winkel des einen einzeln gleich find zweien Winkeln des an- 
deren, wenn die Seiten gleich ſind, welche den einen dieſer 
Winkel gegenüber liegen, wenn die Summe der Seiten, welche 
den anderen gegenüber liegen, mehr oder weniger ausmacht, 
als einen geſtreckten Winkel, und wenn die Folge dieſer Ka 
in beiden Dreiecken dieſelbe iſt. 

Folgt leicht vermittelſt der Supplementsecken. 

2) Zwei körperliche Basen: find Verticalecken, wenn u.f.w. 

§. 97. Lehrſatz 

Wenn man den Winkel eines gleichſchenkligen körperlichen 
Dreiecks, welcher von den gleichen Schenkeln gebildet wird, 
durch eine Ebene in zwei gleiche Theile theilt, ſo theilt dieſe 
Ebene die dem Winkel gegenüberſtehende Seite des körperli— 
chen Dreiecks in zwei gleiche Theile und ſteht normal auf 
derſelben. 

Beweis. Denn es ſind, wie leicht erhellet, die körper— 
lichen Dreiecke Verticalecken, in welche das gleichſchenklige kör— 

perliche Dreieck durch die . „öerlegt wird. 


$. 9 
Mit Leichtigkeit könnte in 50 gegenwärtigen Kapitel noch 
eine bedeutende Anzahl von Sätzen aufgeſtellt werden. Die 
We Sätze reichen für unſeren Zweck aus. Uebrigens 
dürfte man ſich im Stande ſehen, ſelbſt noch Sätze anzureihen 
und zu beweiſen. 
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Drittes Kapitel. 


Von den vorzüglichſten Körpern, und von der Beltim- 
mung ihres Inhalts und ihrer Oberfläche. 


I. Vom Prisma. 
$. 99. 


Man ſtelle ſich mehr als zwei unendliche gerade Linien vor, 
jede parallel mit jeder der übrigen, in beliebiger Lage zu einan— 
der, doch ſo, daß nie drei auf einander folgende in einer Ebene 
ſich befinden, und denke je zwei auf einander folgende durch 
eine Ebene verbunden. Der Raum, welchen dieſe Ebenen um- 
ſchließen, heißt ein prismatiſcher Raum. 

In jeder von den gedachten parallelen Linien ſchneiden 
ſich zwei Ebenen. Die Anzahl der Ebenen iſt der Anzahl der 
Linien gleich. Jede von den Linien heißt eine Kante des 
prismatifchen Raums. Ein prismatiſcher Raum heißt nfan- 
tig oder nſeitig, wenn er n Kanten hat, oder, was daſſelbe 
iſt, durch n Ebenen begränzt wird. 

§. 100. Lehrſatz. 

Wird ein nfeitiger prismatiſcher Raum durch zwei pa— 
rallele Ebenen geſchnitten, welche die Kanten treffen, ſo ſind 
die Durchſchnittsfiguren congruente necke, und die zwiſchen den 
parallelen Ebenen liegenden Theile von den Ebenen, welche den 
prismatiſchen Raum umſchließen, ſind Parallelogramme. 

Beweis. Die parallelen Durchſchnittsebenen werden 
von einer jeden den prismatifchen Raum umſchließenden Ebenen 
in parallelen Linien geſchnitten. Daraus erhellet leicht, daß die 
zwiſchen den parallelen Ebenen liegenden Theile der Ebenen, 
welche den prismatiſchen Raum umſchließen, Parallelogramme 
ſind. — Sind dieſe Theile Parallelogramme, ſo ſind die Sei— 
ten der Durchſchnittsfiguren, als gegenüberſtehende Seiten 
von Parallelogrammen, beziehlich gleich. Die Durchſchnitts— 
figuren haben ferner alle Winkel beziehlich gleich, denn die 
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Schenkel derſelben find parallel. Die Durchſchnittsfiguren 
ſind demnach congruent. Und daß ſie necke ſind, wenn der 
prismatiſche Raum nſeitig war, fällt in die Augen. 

§. 101 


Man ſtelle ſich einen prismatiſchen Raum vor, und 
ſchneide denſelben durch zwei parallele Ebenen dergeſtalt, daß 
die Ebenen die Kanten des prismatiſchen Raumes treffen. Die 
Ebenen theilen den prismatiſchen Raum in drei Theile. Der 
Theil des prismatiſchen Raumes, welcher zwiſchen den beiden 
parallelen Ebenen ſich befindet, iſt ein überall begränzter Kör— 
per, und heißt ein Prisma. War der prismatiſche Raum 
nſeitig, aus welchem das Prisma geſchnitten worden, ſo iſt es 
durch zwei congruente necke, deren Ebenen parallel ſind, und 
durch n Parallelogramme begränzt. Die beiden congruenten 
necke, deren Ebenen parallel ind, heißen die Grundebenen 
des Prismas, die begränzenden Parallelogramme werden Sei— 
tenebenen genannt. Jede Linie, in welcher ſich eine Grund 
ebene und eine Seitenebene ſchneiden, heißt eine Grundkante, 
jede, in welcher zwei Seitenebenen ſich ſchneiden, eine Seiten- 
kante. Der normale Abſtand der beiden Grundebenen heißt 
die Höhe des Prismas. Ein Prisma heißt nfeitig, wenn 
der prismatiſche Raum, aus welchem es geſchnitten iſt, nfeitig 
war; ein Prisma heißt normal, wenn die Seitenebenen 
normal auf den Grundebenen ſtehen, ſchief, wenn die Sei— 
tenebenen nicht normal ſtehen auf den Grundebenen. Bei 
einem normalen Prisma ſtehen auch die Seitenkanten normal 
auf den Grundebenen, und umgekehrt, ſtehen die Seitenkanten 
eines Prismas normal auf den Grundebenen, ſo iſt das Prisma 
ein normales. Ein Prisma, deſſen Grundebenen Parallelo— 
gramme ſind, heißt ein Parallelepipedum; ein ſolches iſt 
von ſechs Pvrallelogrammen begränzt, je zwei gegenüberliegende 
befinden ſich in parallelen Ebenen, ſind congruent, und können 
als Grundebenen betrachtet werden. Sind ſowohl die Grund— 
als die Seitenebenen eines Prismas Quadrate, ſo heißt es 
ein Würfel, oder ein Cubus, oder ein Heraeder. Alle 
Kanten eines Würfels ſind einander gleich. Die Kante eines 
Würfels wird auch die Seite des Würfels genannt. Ein 
Würfel, deſſen Kante ein Fuß, ein Zoll u. ſ. w. iſt, heißt ein 
Kubikfuß, Kubikzoll u. ſ. w. N 

1 §. 102. Lehrſatz.. 
Bei jedem Parallelepipedum ſind die gegenüberſtehenden 
körperlichen Winkel einander gleich. 

Beweis. Die parallelen Ebenen AH und BG Fig. 4 
werden von der Ebene FH unter gleichen Winkeln gefchnitten, 
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edenſo die parallelen Ebenen BD und FH von der Ebene AH. 
Daraus erhellet, daß die körperlichen Winkel an den gegen- 
überſtehenden Kanten AD und FG einander gleich find. 

103. 


$. 

Ein Parallelepipedum Fig. 4 wird durch eine Diagonal- 
ebene AG in zwei dreiſeitige Prismen zerſchnitten. Stehen die 
Kanten AE und Ce, durch welche die Diagonalebene geführt 
iſt, normal auf den jene Kanten begränzenden Ebenen ABCD 
und EFGH, fo fallen die beiden dreiſeitigen Prismen congruent 
aus; ſtehen dagegen jene Kanten nicht normal auf den ſie 
begränzenden Ebenen, fo ſtimmen zwar die dreiſeitigen Pris— 
men in ihren Begränzungsflächen und körperlichen Winkeln 
überein, laſſen ſich aber nicht zur Deckung bringen. 

$. 104. Lehrſatz. 

Die dreiſeitigen Prismen, in welche eine Diagonalebene 
ein Parallelepipedum zerlegt, ſind gleich. 

Beweis. Stehen die Kanten, durch welche die Diago— 
nalebene gelegt wurde, normal auf den ſie begränzenden Ebe- 
nen, ſo fallen die Prismen congruent aus, und ſind daher 
gleich. Stehen Fig. 4 jene Kanten ſchief auf den fie begrän- 
zenden Ebenen, fo wende man das eine Prisma ACDEGH 
und bringe es gegen das andere in die Lage & DE GH. 
Fig. 5. Eine genauere Betrachtung lehrt, daß die Körper 
BCA DA und FGEHE congruent find, und daraus erhellet 
die Gleichheit der beiden dreiſeitigen Prismen. 

$. 105. Lehrſatz. N 5 

Parallelepipeden von congruenten Grundebenen und glei— 
chen Höhen ſind gleich. 

Beweis. 1) Die Parallelepipeden Fig. 6 mögen con⸗ 
gruente Grundebenen ABCD und A B'OD' haben, und gleiche 
Höhen, und außerdem mögen zuvörderſt die Seitenebenen AH 
und AH, welche an gleichen Grundkanten AD und A’D! lie⸗ 
gen, einerlei Winkel mit den Grundflächen bilden. Man denke 
die congruenten Grundflächen in eine Ebene, die gleichen Grund— 
kanten AD und A D in eine gerade Linie gebracht, dann be⸗ 
finden ſich die Seitenflächen AH und A H' in einer Ebene, eben 
fo die gegenüberſtehenden BG und B’G’, ferner liegen die obe— 
ren Grundflächen in einer Ebene, und die Kanten EH und EH. 
in gerader Linie. Es giebt ſich nun leicht zu erkennen, daß 
die Prismen AEE ABF FB“ und DHHD’CGEC’ congruent 
ſind, und daraus erhellet die Gleichheit der Parallelepipeden. 

2) Stimmen keine von den Winkeln überein, welche an 
den congruenten Grundflächen und an gleichen Grundkanten 
liegen, ſo denke man ein drittes Parallelepipedum, deſſen Grund— 
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ebene congruent iſt mit den Grundebenen der beiden zuerſt ge⸗ 
dachten Parallelepipeden, das mit ihnen gleiche Höhe hat, und 
das mit dem einen von ihnen die einen Winkel an gleichen 
Grundkanten, mit dem anderen die anderen gleich hat; das 
dritte Parallelepipedum iſt nach 1) jedem der beiden erſten 
gleich, mithin ſind dieſe ſelbſt einander gleich. 

§. 106. Lehrſatz. 

Jedes Parallelepipedum kann in ein normales Parallele- 
pipedum verwandelt werden, deſſen Grundebenen Rechtecke ſind, 
und das mit ihm gleiche Grundebene und gleiche Höhe hat. 

Beweis. an ſtelle ſich irgend ein Parallelepipedum 
vor, deſſen Grundebene ein Rhomboid ſein mag. Ueber dieſer 
Grundebene denke man ein normales Parallelepipedum von 
gleicher Höhe mit dem erſten. Das zweite Parallelepipedum 
iſt dem erſten gleich nach dem vorigen Paragraph; und ſeine 
Seitenebenen ſind Rechtecke. Man betrachte jetzt eines dieſer 
Rechtecke als Grundebene, und denke über demſelben wiederum 
ein normales Parallelepipedum, welches, in Bezug auf jenes 
Rechteck als Grundebene, gleiche Höhe mit dem zweiten hat. 
Das dritte Parallelepipedum iſt dem zweiten gleich, alſo auch 
dem erſten, es iſt bloß von Rechtecken begränzt, und man wird 
erkennen, daß es mit dem erſten gleiche Grundebene hat und 


gleiche Höhe. 
$. 107. Lehrſatz. 

Normale Parallelepipeden, deren Grundebenen congruente 
Rechtecke ſind, verhalten ſich wie ihre Höhen. 

Beweis. Wir nehmen zuvörderſt an, die Höhen der 
Parallelepipeden ſeien commenfurabel. Auf jeder der Höhen 
denke man die gemeinſchaftliche Einheit abgetragen, und durch 
jeden der Theilpunkte eine Ebene gelegt, in jedem Parallelepi— 
pedum parallel mit der Grundebene. Enthält die Höhe des 
einen Parallelepipedums p Einheiten, die des anderen g, 
ſo wird das erſte Parallelepipedum durch die Ebenen in p, 
das andere in q Parallelepipeden zerlegt, welche ſämmtlich con— 
gruent ſind, wie leicht erhellet. Es verhalten ſich daher die 
Parallelepipeden wie p:q, während die Höhen ſich auch ver— 
halten wie p:q. Demnach verhalten ſich die Parallelepipeden 
wie die Höhen. N 

Wir nehmen ferner an, die Höhen der Parallelepipeden 
ſeien incommenſurabel. Das eine Parallelepipedum ſei durch 
P, das andere durch P’ bezeichnet, die Höhe des erſten Pa— 
rallelepipedums ſei AB, die des anderen A B'. Es wird be- 
hauptet, daß ſich verhalte 

P: P' AB: AP 
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Der Beweis läßt ſich für dieſen Fall indirect führen. 
Man nehme an, es wäre 
e 
Pr. AN 
Dann müßte eine Linie 40 beſtehen, kleiner als A B/, fo daß 
re AB 


5 

wäre. Das Stück A’C denke man auf A’B’ abgetragen. Die 
Höhe AB theile man in eine fo große Anzahl von gleichen 
Theilen, daß jeder Theil kleiner ausfällt als CB“, trage einen 
ſolchen Theil von A’ aus nach B’ ab, bis ein Theilpunkt 
zwiſchen C und B’ fällt in D, und denke durch D eine Ebene 
parallel mit den Grundebenen des Parallelepipedums P'. Das 
Parallelepipedum, welches die Höhe AD hat, ſei Q. Die 
Parallelepipeden P und Q haben gleiche Grundebenen und 
commenſurable Höhen, Dane Derbi! ſich 


6 XD 

Die obere Gleichung dividire man durch dieſe; das liefert 
Q _AD 
B 


Dieſe Gleichung iſt unrichtig, denn der erſte Bruch iſt echt, 
der andere unecht. Das unrichtige Reſultat iſt hervorgegan— 
gen aus der Verbindung der beiden ihm vorangegangenen 
Gleichungen. Die letzte derſelben iſt richtig, daher iſt die 
erſte falſch und die Annahme, welche ſie geliefert hat, d. h. es 
kann nicht 5 

P AB 

REN N ©, 
fein. Eben fo läßt fich erweiſen, daß nicht 

* AB 


| pP <AP 
fein kann, und dann tritt die Behauptung ein. 
$. 108. Lehrſatz. 

Normale Parallelepipeden von gleichen Höhen, und deren 
Grundebenen Rechtecke ſind, verhalten ſich wie dieſe Grund— 
ebenen. | 

Beweis. Die Parallelepipeden feien durch P und P' 
bezeichnet, die Grundebene des erſten habe die Seiten a und b, 
die des anderen die Seiten a’ und b'. Man denke ein drittes 
Parallelepipedum Q von gleicher Höhe mit den beiden erſten, 
und die Grundebene deſſelben ſei ein Rechteck von den Seiten 
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a und b'. Für die Parallelepipeden P und Q betrachte man 
die Seitenflächen über a als Grundebenen; dieſe ſind dann 
gleich, und die Parallelepipeden verhalten ſich, nach dem vorigen 
Paragraph, wie die zu dieſen Grundebenen gehörigen Höhen 
b und b, Man hat alfo 

P: Q b b 
Für die Parallelepipeden Q und P’ betrachte man die Seiten⸗ 
flächen über b' als Grundebenen, und, man hat eben ſo 

. a 


a eh 
Das Product beider Proportionen liefert 
P: P' 2 ab: ab 


und das iſt der Satz. 
§. 109. Lehrſatz. 
Normale Parallelepipeden, deren Grundebenen Rechtecke 
ſind, verhalten ſich wie die Producte aus Grundebene in Höhe. 
Beweis. Die Parallelepipeden ſeien P und P', ihre 
Grundebenen g und g', und die Höhen h und h. Man denke 
ein drittes normales Parallelepipedum Q von der Grundebene 
g und der Höhe MW. 7 5 5 ade 95 ſich dann 


und nach dem vorigen Paragraph 
55 P = a 7 


a 8 
Das Product beider Proportionen liefert 
P: Pl gb: gb 
$. 110. 

Als Einheit für Körper gebraucht man den Würfel, deſſen 
Kante die Längeneinheit iſt. Unter dem Inhalt eines Körpers 
wird die Zahl verſtanden, welche beſtimmt, wie viel ſolcher 
Würfel der Körper enthält. Iſt eine beſtimmte Einheit gege— 
ben, ſo wird ſie ſofort dem Inhalt beigefügt; ſo ſagt man: 
der Inhalt eines Körpers ſei 100 Kubikfuß. 

§. 111. Lehrſatz. 

Der Inhalt eines Prismas iſt das Product aus Grund— 
ebene in Höhe. 

Beweis. 1) Man ſtelle ſich ein normales Parallelepi- 
pedum P vor, deſſen Grundebene ein Rechteck iſt. Die Höhe 
des Parallelepipedums ſei h, der Inhalt der Grundebene, bezo— 
gen auf das Quadrat, welches die Längeneinheit der Höhe zur 
Seite hat, ſei g. Man denke ferner einen Würfel C, deſſen 
Kante jene Längeneinheit 15 Nach . 109 verhält ſich 

PMR 
daher iſt P * 81 2 h 
2) Man ſtelle fich ein beliebiges Parallelepipedum vor, 


und das iſt der Satz. 
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deſſen Grundebene ein Rhomboid g und deſſen Höhe h iſt. 

Nach §. 106 kann daſſelbe in ein normales Parallelepipedum, 

deſſen Grundebene ein Rechteck iſt, verwandelt werden‘, und 

welches mit ihm gleiche Grundebene hat und gleiche Höhe. 

Der Inhalt des letztern iſt nach 1) gleich gh, daher iſt auch 

der Inhalt des erſtern gleich gh, d. h. gleich dem Product aus 
Grundebene in Höhe. 

3) Man denke ein dreiſeitiges Prisma; ſeine Grundebene 
ſei g, ſeine Höhe h. Das dreiſeitige Prisma kann als die 
Hälfte eines Parallelepipedums betrachtet werden von der 
Grundebene 2g und der Höhe h. Der Inhalt des Parallele- 
. iſt 28h, daher der des dreiſeitigen Prismas gh, 

d. h. gleich dem Product aus ſeiner Grundfläche in ſeine Höhe. 

4) Man denke endlich ein beliebiges Prisma. Seine 
Grundebene ſei g, ſeine Höhe h. Daſſelbe kann immer in drei⸗ 
ſeitige Prismen zerlegt werden, deren Grundebenen g', g“, g.“ 
ſein mögen, und welche h zur Höhe haben. Die Summe der 
Inhalte der dreifeitigen Prismen iſt 
N @+E’+g"+)h= 
daher ift auch der Inhalt des e beliebigen Pris- 
mas gleich gh, d. h. gleich dem Product aus ſeiner Grund⸗ 
fläche in ſeine Höhe. 

Damit iſt der Satz r 

11 


$. 112. 

Der Inhalt eines Würfels, deſſen Seite a iſt, iſt dem⸗ 
nach a’. Und find a, b, e die Kanten eines normalen Paral⸗ 
lelepipedums, deſſen Grundebenen Rechtecke ſind, ſo iſt der 
Inhalt des Parallelepipedums abe. 

§. 113. Lehrſätze. 

1) Prismen verhalten ſich wie die Producte aus Grund⸗ 
ebene in Höhe (ſind alſo gleich, wenn ſie gleiche Grundebenen 
haben und gleiche Höhen). 

2) Prismen von gleichen Grundebenen verhalten ſich wie 
ihre Höhen. 5 

3) Prismen von gleichen Höhen verhalten ſich wie ihre 
Grundebenen. 

Beweis. Man denke ein Prisma P von der Grund⸗ 
ebene g und Höhe h, ein zweites P’ von der Grundebene g“ 
und Höhe h', und es e eee 111 


Das iſt das erſte Geſetz. Die anderen folgen hieraus, 
indem man g = g oder h Fri ſetzt. 


Die Oberfläche eines Pilemas ergiebt ſich in der Summe 
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der Inhalte der Grund- und Seitenebenen, welche nach be— 
kannten Lehren der ebenen Geometrie ſich beſtimmen. 


II. Vom Cylinder. 


§. 115. 


Man ſtelle ſich einen Kreis vor, und eine gerade Linie, 
welche mit der Peripherie des Kreiſes einen Punkt gemein- 
ſchaftlich hat, und nicht mit dem Kreiſe in einer Ebene liegt. 
Die gerade Linie führe man, parallel mit ihrer erſten Lage, 
längs der Peripherie des Kreiſes, bis ſie die ganze Peripherie 
durchlaufen iſt. Die gerade Linie beſchreibt dabei eine krumme 
Fläche. Dieſe krumme Fläche heißt eine cylindriſche 
Fläche, und der Raum, welchen fie umſchließt, ein cylin- 
driſcher Raum. N 

Aus der Entſtehung der cylindriſchen Fläche erhellet, daß 
ſich in ihr unendlich viele gerade Linien ziehen laſſen, welche 
parallel ſind mit der geraden Linie, die die Fläche erzeugte. 
Jede ſolche gerade Linie heißt eine Seite der cylindrifchen 
Fläche. 

§. 116. Lehrſatz. 

Schneidet man eine cylindriſche Fläche durch eine Ebene, 
welche mit der Kreisebene parallel iſt, ſo iſt die Durchſchnitts— 
figur ein Kreis, und dieſer iſt congruent mit dem erſten. 

Beweis. Durch den Mittelpunkt M der Kreisebene 
denke man eine gerade Linie, welche mit den Seiten der cy— 
lindriſchen Fläche parallel iſt. Den Punkt, in welchem dieſe 
Linie die Durchſchnittsfigur ſchneidet, bezeichne M. Man 
nehme ferner zwei Seiten der cylindriſchen Fläche an, AA’ 
und BB’, und denke eine Ebene durch MM’ und AA’, und 
eine zweite Ebene durch MM’ und BB’. Die Linien, in wel- 
chen die Kreisebene von dieſen Ebenen geſchnitten wird, ſeien 

A und MB, die, in welchen die Durchſchnittsfigur ge= 
ſchnitten wird, MA’ und MB. Die Vierecke MMA A und 
MM'B'B find Parallelogramme, denn die Linie MM’ iſt parallel 
mit den Seiten der cylindrifchen Fläche, und die Linien MA 
und MA“ ſowohl, als die Linien MB und MB find parallel 
nach $. 22. Die Linien MA und MA“ find einander gleich, 
eben jo die Linien MB und M’B, als gegenüberſtehende Seiten 
von Parallelogrammen; da aber die Linien MA und MB 
gleich find, fo find es auch die Linien MA und MB; und 
daraus erhellet, daß die Durchſchnittsfigur ein Kreis iſt, wel— 
cher ſich mit dem erſten Kreiſe deckt. 
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$. 117. 

Man ſtelle fich einen cylindriſchen Raum vor, und ſchneide 
ihn durch eine Ebene, welche mit der Kreisebene parallel iſt. 
Zwiſchen den beiden Kreisebenen erhält man einen überall be— 
gränzten Körper: dieſer heißt ein Cylinder. Die beiden 
Kreiſe, welche den Cylinder begränzen, werden ſeine Grund— 
ebenen genannt, die den Cylinder begränzende krumme Fläche 
heißt fein Mantel. Die gerade Linie, welche die Mittel- 
punkte der Grundebenen verbindet, heißt die Ach ſe, der nor— 
male Abſtand der Grundebenen die Höhe des Cylinders. Die 
Achſe iſt jedesmal mit den Seiten des Cylinders parallel. Ein 
Cylinder heißt normal, wenn die Achſe normal auf den 
Grundebenen ſteht, ſchief, wenn dies nicht der Fall iſt. 

§. 118. Lehrſatz. 

Der Inhalt eines Cylinders iſt das Product aus der 
Grundebene in die Höhe. 5 

Beweis. In dem Kreiſe, welcher die Grundebene des 
Cylinders bildet, denke man ein reguläres Vieleck, und be— 
trachte dies als die Grundebene eines Prismas, welches die 
Höhe des Cylinders hat, und fo geneigt iſt, daß eine Seiten 
kante in den Mantel des Cylinders fällt. Es befinden ſich 
alsdann ſämmtliche Seitenkanten des Prismas in dem Mantel 
des Cylinders. Dies Prisma laſſe man in ein anderes über- 
gehen, welches in gleicher Weiſe in dem Cylinder liegt, und 
deſſen Grundebene ein reguläres Vieleck von doppelt ſo vielen 
Seiten als die des erſten iſt. Eben ſo gehe das zweite Prisma 
in ein drittes über u. ſ. f., u. ſ. f. Es enifteht eine Reihe von 
Prismen, deren Gränze der Cylinder iſt, und mit welchem 
das letzte Prisma zuſammenfällt. Der Inhalt eines jeden der 
Prismen iſt das Product aus der Grundebene in die Höhe, 
folglich iſt auch der Inhalt des Cylinders das Product aus 
der Grundebene in die Höhe. 

Uebrigens kann leicht indirect der Satz erwieſen werden. 
Es ſei g der Inhalt der Grundebene, h die Höhe des Cylin— 
ders, ſein Inhalt k. Wollte man annehmen es ſei 

k gh, 
fo könnte k = gh fein, unter g“ eine Zahl verſtanden, welche 
kleiner iſt als g. In dem Kreiſe g iſt dann ein neck denkbar 
von dem Inhalt g. Dies betrachte man als Grundebene eines 
Prismas von der Höhe h, welches in dem Cylinder liegt. 
Der Inhalt des Prismas iſt gh, und da das Prisma kleiner 
iſt als der Cylinder, ſo kann der Inhalt des Cylinders nicht 
auch g’h fein, überhaupt nicht kleiner als gh. Aehnlich im 
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anderen Fall vermittelſt eines um den Cylinder liegenden 
Prismas. 
§. 119. 

Iſt daher r der Radius der Grundebene eines Cylinders 
und h feine Höhe, fo iſt der Inhalt des Cylinders gleich zr kh. 
$. 120. Lehrſätze. 

1) Cylinder verhalten ſich wie die Producte aus den 
Grundebenen in die Höhen. 
0 9 17 von gleichen Grundebenen verhalten ſich wie 
ihre Höhen. : 

3) Cylinder von gleichen Höhen verhalten ſich wie ihre 
Grundebenen. 

Be weiſe folgen leicht I dem vorigen Paragraph. 

§. 121 f 


Man ſtelle ſich einen beliebigen Cylinder vor, und drei 
unmittelbar auf einander folgende Seiten AB, A B', AB“ 
deſſelben. Die Seiten ſind parallel. Durch die mittlere Seite 
A' und durch AB denke man eine Ebene, durch die Seiten 
AB! und A’B” eine zweite Ebene. Die eine dieſer Ebenen 
drehe man um die mittlere Seite KB, bis ſie mit der anderen 
Ebene zuſammenfällt, und dergeſtalt, daß die Seiten AB und 
ABB“ zu verſchiedenen Seiten von A 8 gerathen. Hierdurch 
ändern die Seiten A B' und AB ihre gegenſeitige Lage nicht, 
eben jo wenig die Seiten AB! und A“B“; und es iſt ein⸗ 
leuchtend, daß der ganze Mantel des Cylinders ſich in eine 
Ebene biegen läßt, ohne eine Aenderung ſeines Inhalts zu 
erfahren. 

Flächen, welche eine ſolche Operation zulaſſen, nennt man 


abwickelbar. | 
§. 122. Lehrſatz. 

Der Mantel eines normalen Cylinders iſt gleich dem 
Product aus der Peripherie der Grundebene in die Höhe. 

Beweis. Man denke den Mantel des normalen Cylin— 
ders abgewickelt. Er bildet alsdann ein Rechteck, deſſen eine 
Seite die Höhe des Cylinders, und deſſen andere Seite die 
Peripherie der Grundebene iſt. Daraus erhellet der Satz. 

„Der Mantel des ſchiefen Cylinders bildet, abgewickelt 
nicht eine Figur, deren Inhalt fi hier angeben ließe. 
$. 123. 


Iſt daher der Radius der Grundebene eines normalen 
Cylinders r, und die Höhe h, ſo drückt ſich der Mantel aus 


durch 2rrh 
und die geſammte Oberfläche des Cylinders durch 
2 rh ＋ ANr: 
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welches einerlei iſt mit 
2r (h r). 
$. 124, 

Der Begriff des Cylinders kann dahin erweitert werden, 
daß die Grundebene eine Figur ſei, welche von irgend einer 
krummen Linie, oder von beliebigen krummen und geraden Li- 
nien begränzt iſt. Und immer iſt der Inhalt des Cylinders 
gleich dem Product aus der Grundebene in die Höhe, und der 
Mantel des normalen Cylinders das Product aus dem Um- 
fang der Grundebene in die Höhe. 

§. 125. Lehrſatz. 

Man ſtelle ſich einen Körper von beliebiger Begränzung 
vor. Der Körper werde geſchnitten durch eine Reihe von pa— 
rallelen Ebenen. Der Abſtand h je zweier auf einander fol- 
genden Ebenen ſei der kleinſte, welcher gedacht werden kann. 
AE A, A, ſeien die Inhalte der Durchſchnitts⸗ 
figuren in den auf einander folgenden Ebenen. Der Inhalt von 
dem Theil des Körpers, welcher Fig. 7 zwiſchen den Ebenen 
A, und 4, ſich befindet, drückt ſich aus durch jede der beiden 


Summen 
A,b+A,h4+A,h + -A ih 
A,h--A,h+ sans Ach 

Beweis. 1) Irgend zwei auf einander folgende Ebenen 
ſeien A, und Ang. Iſt der Abſtand h derſelben der kleinſte, 
welcher gedacht werden kann, ſo iſt der zwiſchen dieſen beiden 
Ebenen befindliche Körpertheil entweder cylindriſch (prismatiſch), 
oder es nimmt der Körpertheil von der einen der Ebenen zur 
anderen hin bloß zu, oder bloß ab. Wollte man nämlich an— 
nehmen, es fände Zunahme und Abnahme Statt, ſo müßten 
ſich in dem Abſtand h zwei Theile unterſcheiden laſſen, der eine 
zur Zunahme, der andere zur Abnahme gehörig, und dann 
würde h nicht der kleinſte denkbare Abſtand fein, 

2) Iſt der Körpertheil zwiſchen den Ebenen A, und 
Anz cylindriſch, fo find die Ebenen A, und Aut congruent, 
und der Inhalt des Körpertheils drückt ſich aus durch Anh 
oder durch Au th. Schreitet der Körpertheil von der einen 
der gedachten beiden Ebenen zur anderen zunehmend fort, oder 
abnehmend, fo find die Ebenen A, und Anz ungleich. In 
dieſem Fall denke man über der größeren (nach §. 124) einen 
Cylinder BCDE von der Höhe h, welcher den Körpertheil 
umſchließt, über der kleineren einen Cylinder FGHL von der 
Höhe h, welcher von dem Körpertheil umſchloſſen wird. Die 
Inhalte der Cylinder find A,h und A,.,h, demnach iſt der 
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eine von dieſen Ausdrücken größer als der Inhalt des Kör⸗ 
pertheils, der andere kleiner. 

3) Wir ziehen jetzt die Summen 

A hL A, h- FA, h- e Ach 
und Az h Ah ＋ Ah 
in Betracht, und den Inhalt des Körpers, welcher zwiſchen 
der erſten Ebene A, und der letzten A, liegt, und ſetzen vor⸗ 
läufig noch beſonders voraus, der Körper fe zwiſchen dieſen 
Ebenen cylindriſch (prismatiſch), oder er nehme von der Ebene 
A, bis zur Ebene A, hin bloß zu, oder bloß ab. 

Iſt der Körper cylindriſch, fo fällt in die Augen, daß jede 
der Summen den Inhalt ausdrückt. Schreitet der Körper von 
der Ebene A, nach der Ebene A, bloß zunehmend fort, oder bloß 
abnehmend, ſo iſt die eine Summe größer, die andere kleiner 
als Q. Der Inhalt Q befindet ſich alsdann zwiſchen beiden 
Summen, und der Unterſchied zwiſchen Q und jeder einzelnen 
der Summen iſt kleiner als der Unterſchied der Summen. 

Die Differenz der Summen iſt 

* (A. — AI) h 
Wegen des unendlich kleinen Faktors h iſt dieſe Differenz 
unendlich klein, und da Q ſich um weniger als dieſe Differenz 
von jeder der Summen unterſcheidet, ſo iſt der Unterſchied 
zwiſchen Q und einer der Summen durch endliche Zahlen 
nicht ausdrückbar, und fällt außer Betracht. 

Der Satz gilt demnach, wenn der Körper zwiſchen A, 
und A, cylindriſch iſt, oder bloß zunehmend, oder bloß abneh— 
mend von der einen dieſer Ebenen zur anderen fortſchreitet. 

4) Schreitet der Körper von der einen der Ebenen A, 
und A, zur anderen beliebig fort, bald zunehmend, bald ab— 
nehmend u. ſ. w., ſo kann er durch Ebenen, welche mit jenen 
parallel ſind, in Theile zerlegt werden, in denen bloß Zunahme, 
oder bloß Abnahme, u. ſ. w. Statt findet, und nach 3) gilt 
das Geſetz für dieſe Theile, mithin gilt es auch für den Kör— 
per ſelbſt. ' 

Bemerkung. Der hier geführte Beweis ermangelt der Allge- 
meinheit. Er paßt nur, wenn die in herangezogenen Cylinder der- 
geſtalt möglich ſind, daß der eine von dem Körpertheil umſchloſſen wird, 
der andere den Körpertheil umſchließt. Die Körper, welche im vorliegenden 
Buche in Betracht kommen, werden augenfällig ſolche Beſchaffenheit 
haben, und deshalb entſpricht der Beweis unſerm nächſten Zweck. In 
der höheren Geometrie findet das Geſetz ſeine vollſtändige Darlegung. 


Er ſtellen anheim, den Nummern 1) und 2) folgende Faſſung zu 


De 1) Irgend zwei auf einander folgende Ebenen ſeien An und Antı. 
er zwiſchen ihnen befindliche Körpertheil ſchreitet von der einen zur 
anderen entweder ohne Zunahme oder Abnahme fort, oder es nimmt der 


bi. Org. Pl 


48 Drittes Kapitel. §. 126. 127. 


Körpertheil von der einen Ebene zur anderen hin bloß zu, oder bloß 
ab; weil der kleinſte Abſtand h nicht Zunahme und Abnahme geſtattet. 
Beim Fortſchritt ohne Zunahme oder Abnahme find die Ebenen An und 
Anz congruent, und gleich gelegen, wie beim Cylinder, oder nicht. 

2) Den zwiſchen den Ebenen An und An 41 befindlichen Körpertheil 
bezeichne K. Zwiſchen den Ebenen An und Anzı denke man einen Cy⸗ 
linder Cn, welchem An zur Grundebene dient, und einen zweiten Ca+ı 
über Anzı. Der Körpertheil K hat mit dem Cylinder Cn die Grund— 
ebene An gemeinſchaftlich, mit dem anderen Cunz! die Grundebene Aug a. 
Schreitet der Körpertheil K von der einen der Ebenen An und Anzı bis 
zur anderen ohne Zunahme oder Abnahme fort, ſo muß er gleich ſein 
jedem der gleichen Cylinder Ca oder Cn, deren Fortſchritt ohne Zu— 
nahme oder Abnahme erfolgt. Schreitet K von An bis Anz zuneh⸗ 
mend fort, fo iſt K größer als der Cylinder Cn, welcher nicht zunimmt; 
zugleich geht dann K von Anz bis An abnehmend fort, und iſt kleiner 
als der Cylinder Cn zn, welcher bei dieſem Fortſchritt nicht abnimmt; es 
iſt alſo On <K< Ca . 
Schreitet K von An bis Anzı abnehmend fort, fo erhellet in gleicher 
Weiſe Cn YK Y Cn ; 
Die Inhalte der Cylinder find Anh und Anzıh. Demnach ift 


entweder Anh K = Anz ih 
oder Anh — K 85 An t ih 
§. 126. 


Man ſtelle ſich Fig. 7 und 8 irgend zwei Körper vor, 
und durchſchneide ſie durch eine Reihe von parallelen Ebenen. 
Der Abſtand h je zweier auf einander folgenden Ebenen ſei 
der kleinſte, welcher gedacht werden kann. Sind die Durch— 
ſchnittsfiguren A,, A,, . A, der Ebenen mit dem einen Kör- 
per beziehlich gleich den Durchſchnittsfiguren B., B., * B, 
derſelben Ebenen mit dem anderen Körper, ſo iſt der Theil des 
einen Körpers, welcher zwiſchen den Ebenen A, und A, liegt, 
gleich dem Theil des anderen zwiſchen B, und B.. 

Denn iſt A,. B., A, B. .. A. B.,, fo iſt 

Ah LA, hg. Ah = B. h LB. . E B.- Ih 
und es erhellet der Satz aus dem vorigen Paragraphen. 


III. Von der Pyramide. 


§. 127. 

Man ſtelle ſich eine körperliche Ecke vor, und ſchneide ſie 
durch eine Ebene, welche alle Kanten derſelben trifft. Von 
der körperlichen Ecke wird dabei ein überall begränzter Körper 
abgeſondert: dieſer heißt eine Pyramide. Eine Pyramide 
heißt nfeitig, wenn die körperliche Ecke, aus der fie erhalten 
worden, nfeitig war. Eine nfeitige Pyramide iſt durch ein 
neck, welches die Durchſchnittsebene geliefert hat, und durch n 
Dreiecke begränzt. Das neck, welches die Durchſchnittsebene 
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geliefert hat, heißt die Grundebene der Pyramide, jedes von 
den Dreiecken wird eine Seitenebene genannt. Der Eckpunkt 
der körperlichen Ecke heißt die Spitze der Pyramide, der nor— 
male Abſtand der Spitze von der Grundebene die Höhe. 
Jede Kante, in welcher ſich die Grundebene und eine Seiten— 
ebene ſchneiden, heißt eine Grundkante, jede Kante, in wel- 
cher ſich zwei Seitenebenen ſchneiden, eine Seitenkante. 
§. 128. Lehrſätze. 

1) Liegt die Grundebene einer Pyramide in einem Kreiſe, 
und trifft die Höhe der Pyramide den Mittelpunkt dieſes Krei- 
ſes, ſo ſind alle Seitenkanten der Pyramide einander gleich. 

Die Grundebene der Pyramide ſei ABCD «.--, der Mittel- 
punkt des Kreiſes, in welchem die Grundebene liegt, feiM, die 
Spitze der Pyramide bezeichne P. Die Höhe der Pyramide 
iſt alsdann PM, die Seitenkanten find PA, PB, PC, PD,. 
Der Behauptung gemäß ſind dieſe einander gleich. — Man 
denke die Linien MA, MB, MC, MD,---; dadurch entſtehen die 
Dreiecke PMA, PMB, PMC, PM D,. . Alle dieſe Dreiecke find 
bei M rechtwinklig, da PM normal ſteht auf der Grundebene; 
ſie ſind ferner congruent, weil ſie die Katheten gleich haben, 
nämlich PM gemeinfchaftlich, und die anderen Katheten gleich, 
als Radien des Kreiſes. Aus der Congruenz der Dreiecke 
folgt die Gleichheit der Hypotenuſen, und dieſe ſind die Sei— 
tenkanten. 

2) Sind alle Seitenkanten einer Pyramide einander gleich, 
ſo liegt die Grundebene in einem Kreiſe, und die Höhe der 
Pyramide trifft den Mittelpunkt dieſes Kreiſes. 

Die Grundebene ſei ABCD,--- die Spitze P, die Höhe 
PM. Die Seitenkannten find alsdann PA, PB, PC, PD.... 
Unter der Vorausſetzung, daß dieſe Seitenkanten gleich ſind, 
wird behauptet, die Grundebene ABCD. liege in einem Kreiſe, 
und der Punkt M fei deſſen Mittelpunkt. — Man ziehe die 
Linien MA, MB, MO, MD, .. Dadurch ergeben ſich die 
Dreiecke PMA, PMB, PMC, PMD,..... Alle dieſe Dreiecke 
find bei M rechtwinklig, fie haben die Hypotenuſen gleich, die 
eine Kathete PM gemeinſchaftlich, und folglich find ſie con⸗ 
gruent. Aus der Congruenz der Dreiecke erhellet, daß die 
Linien MA, MB, MC, M, s einander gleich ſind, und dann 
liegt die Grundebene ABCD , in einem Kreiſe, und der Punkt 
1 welchem die Höhe die Grundebene trifft, iſt der Mittel- 

§. 129. 
Eine Pyramide, deren ſämmtliche Seitenkanter einander 
gleich ſind, heißt eine gleichſeitige Pyramide; eine gleichſei— 
Wolff's Geometrie. 2. Th. 4 
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tige Pyramide heißt gleichförmig, wenn ihre Grundebene 
ein reguläres neck iſt. 


§. 130. Lehrſatz. 


Wenn eine körperliche Ecke durch parallele Ebenen ge— 
ſchnitten wird, fo find die Durchſchnittsfiguren ähnlich, und 
verhalten ſich wie die Quadrate ihrer normalen Abſtände von 
dem Eckpunkte. 

Beweis. Man ſtelle ſich eine körperliche Ecke vor, und 
durchſchneide ſie durch zwei parallele Ebenen. Die beiden 
Durchſchnittsfiguren ſeien ABCD. und A BOD“... Der 
Eckpunkt ſei P. Um zunächſt zu zeigen, daß die Durchfchnitts- 
figuren ähnlich find, thue man dar, daß fie alle Winkel be- 
ziehlich gleich haben, und daß die Seiten der einen ſich ver— 
halten wie die Seiten der anderen. — 

Da zwei parallele Ebenen von einer dritten Ebene in 
parallelen Linien geſchnitten werden, ſo erhellet, daß die Linien 
AB und AB parallel find, eben fo die Linien BC und BC, 
CD und CD’ u. f. w. Nach 8. 25 iſt daher der Winkel ABC 
gleich dem Winkel A BC, der Winkel BCD gleich dem Winkel 
BCD u. f. f., d. h. die Durchſchnittsfiguren haben alle Win⸗ 
kel beziehlich gleich. Es verhält ſich nun 

AB: AB! = PA: PA 
BOC: BCO = PB: PB; 
CD :C’D’ PO: O 


u. ſ. w. 

dabei iſt nach S. 63, wenn man durch P eine Ebene denkt, 
parallel mit den Durchſchnittsebenen, 

PA: PA! = PB: PB = PC:PC’ = «--- 
alfo verhält fich 

AB: AB = BO: BC . OD: CD =... 
und darin liegt, daß die Seiten der einen Durchſchnittsfigur 
ſich verhalten, wie die Seiten der anderen. Die Durchſchnitts⸗ 
figuren ſind demnach ähnlich. 

Es iſt zweitens zu zeigen, daß die Durchſchnittsfiguren 
ſich verhalten, wie die Quadrate ihrer Entfernungen vom Eck⸗ 
punkte. — Man fälle aus dem Eckpunkte P eine Normale auf 
die eine Durchſchnittsebene, und verlängere fie bis zum Durch- 
ſchnitt mit der anderen. Die Normale ſteht auf beiden Durch— 
ſchnittsebenen normal. Die Punkte, in welchen die Normale 
die Durchſchnittsebenen trifft, ſeien M und M'. Die Durch— 
ſchnittsfiguren verhalten ſich, weil ſie ähnlich ſind, wie die 
Quadrate gleichliegender Seiten, alſo etwa wie AB“: AB“. 
Es verhält ſich aber 
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AB: AB = PA: PA 

und 0 PA: PX = PM: PM 

Deshalb verhalten ſich die Durchſchnittsfiguren wie PM: PM“. 
$. 131. Lehrſatz. ’ ; 

Pyramiden, welche gleiche Grundebenen und gleiche Hö— 
hen haben, ſind einander gleich. 

Beweis. Man ſtelle ſich zwei Pyramiden vor, von 
gleichen Grundebenen und gleichen Höhen. Die Grundebene 
einer jeden ſei g, die Höhe einer jeden ſei h. Die Pyramiden 
denke man mit den Grundebenen auf eine Ebene geſtellt, und 
durchſchneide beide Pyramiden durch eine Ebene E, welche mit 
jener Ebene parallel iſt. Die Durchſchnittsfiguren ſeien Q und 
. Die Entfernung der einen Durchſchnittsfigur von der 
Spitze der Pyramide, in welcher die Durchſchnittsfigur ſich 
befindet, iſt gleich der Entfernung der anderen Durchſchnitts⸗ 
figur von der Spitze ihrer Pyramide. Jede dieſer Entfernun- 
gen ſei x. Nach dem vorigen Paragraph verhält ſich bei der 
einen Pyramide 

2 ih 
und bei der anderen 

G b 
Hieraus erhellet, daß die beiden Durchſchnittsfiguren Q und 
(gleich ſind. Daſſelbe gilt für die Durchſchnittsfiguren 
einer jeden Durchſchnittsebene E. Deshalb folgt nach §. 126 
der Satz. 

132. Lehrſatz. 

Der Inhalt einer Pyramide iſt der dritte Theil des Pro— 
ductes aus der Grundebene in die Höhe. 

Beweis. Der Satz wird zuvörderſt für die dreiſeitige 
Pyramide bewieſen, und dann auf Pyramiden mit beliebig vie- 
len Seiten ausgedehnt. 

Bei der dreiſeitigen Pyramide DNC, Fig. 9, betrachte 
man das Dreieck DN, deſſen Inhalt g fein mag, als Grund— 
ebene; die Höhe ſei h. Die dreiſeitige Pyramide ergänze man 
zu dem melfeilgen Prisma ABCDNQ, welches mit der drei— 
ſeitigen Pyramide dieſelbe Grundebene g und dieſelbe Höhe h 
hat. In dem Prisma denke man die Ebenen CDN und CAN. 
Die Ebenen zerlegen das Prisma in drei dreifeitige Pyrami⸗ 
den, von welchen die urſprüngliche DNQC die eine iſt; und 
dieſe drei dreiſeitigen Pyramiden ſind einander gleich. Es ſind 
nämlich die beiden dreiſeitigen Pyramiden ANDC und ANBC 
einander gleich, weil ſie gleiche Grundebenen und gleiche Höhen 
haben, ſobald man die Dreiecke AND und ANB als ihre 
Grundebenen betrachtet; und die beiden Pyramiden ANDC 

4 * 
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und DN find gleich, weil fie ebenfalls gleiche Grundebenen 
und gleiche Höhen haben, wenn die Dreiecke ACD und DCQ 
als Grundebenen genommen werden. Jede der dreiſeitigen Py⸗ 
ramiden iſt daher der dritte Theil von dem dreiſeitigen Prisma. 
Der Inhalt des Prismas iſt gh, alſo der Inhalt der ur— 


ſprünglichen dreiſeitigen Pyramide DN gleich = und das 
Skat dritte Theil des Productes aus der Grundebene in die 
öhe. 
Eine nfeitige Pyramide (n größer als 3 angenommen) 
kann immer in irgend eine Anzahl dreiſeitiger Pyramiden zer— 


legt werden, deren Grundebenen in der Grundebene der nſeiti— 
gen Pyramide liegen, und die mit der nſeitigen Pyramide die 


Höhe gemeinſchaftlich haben. Der Inhalt der nfeitigen Py⸗ 


ramide ergiebt ſich in der Summe der Inhalte der dreiſeitigen 
Pyramiden. Die Summe der Inhalte der dreiſeitigen Pyra— 
miden iſt der dritte Theil des Productes aus der Summe ihrer 
Grundebenen in die gemeinſchaftliche Höhe. Die Summe der 
Grundebenen der dreiſeitigen Pyramiden iſt aber die Grund— 
ebene der nſeitigen Pyramide, und die gemeinſchaftliche Höhe 
der erſteren iſt die Höhe der letzteren. Daraus erhellet, daß 
der Inhalt einer jeden Pyramide gleich iſt dem dritten Theil 
des Products aus der Grundebene in die Höhe. 
§. 133. Lehrſätze. 

1) Pyramiden von gleichen Grundebenen verhalten ſich 
wie ihre Höhen. 

2) Pyramiden von gleichen Höhen verhalten ſich wie ihre 
Grundebenen. . 

3) Pyramiden verhalten ſich wie die Producte aus den 
Grundebenen in die Höhen. . 

Denn hat eine Pyramide P die Grundebene g und die 
Höhe h, und eine Pyramide P' ebenfalls die Grundebene g, 
aber die Höhe h, fo verhält ſich ; 

P:P = . sh . 
h 2.00 
oder P: P = h b.. 
Das iſt der erſte Satz. Eben ſo ergeben ſich die beiden an— 
deren Satze. f 
$. 134. 

Man ſtelle ſich irgend eine Pyramide vor, und ſchneide 
dieſelbe durch eine Ebene, welche mit der Grundebene parallel 
iſt. Die Pyramide wird dadurch in zwei Theile getheilt. Der 
Theil, welcher zwiſchen den beiden parallelen Ebenen liegt, 
heißt eine abgekürzte Pyramide, der andere Theil die 
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Ergänzungspyramide. Eine nſeitige abgekürzte Pyramide 
iſt von zwei ähnlichen necken begränzt, deren Ebenen und 
gleichliegende Seiten parallel ſind, und von n Trapezen. Die 
beiden ähnlichen necke werden die Grundebenen der abge— 
kürzten Pyramide genannt, der normale Abſtand der Grund— 
ebenen heißt die Höhe. 

8. 135. 

Es giebt Körper, welche abgekürzten Pyramiden ähnlich 
ſehen, ohne ſolche zu ſein. Ein Körper der Art iſt nur dann eine 
abgekürzte Pyramide, wenn ſeine parallelen Begränzungsflächen 
ähnliche Figuren ſind, und ihre gleichliegenden Seiten parallel 
laufen. Es läßt ſich nämlich darthun, daß ſich alsdann 
ſämmtliche Seitenkanten des Körpers in einem Punkte ſchnei— 
den, ſo daß es eine Pyramide giebt, aus welcher jener Körper 
erhalten werden kann dadurch, daß ſie durch eine Ebene ge— 
ſchnitten wird, welche mit der Grundebene parallel iſt. 

Man ſtelle ‚fich einen Körper vor, welcher begränzt iſt 
durch zwei ähnliche necke, deren Ebenen und deren gleichlie— 
gende Seiten parallel find, und durch n Trapeze, deren jedes 
zu parallelen Seiten zwei gleichliegende Seiten der necke hat. 
Dieſer Körper iſt eine abgekürzte Pyramide. — Die parallelen 
ähnlichen necke ſeien ABCD. und A BOD“ .. Die beiden 
Seitenkanten AA’ und BB’ fchneiden ſich; der Durchfchnitts- 
punkt ſei P. Es verhält ſich 

BP: BP = AB: AB! 
AB: AB = BO: BO 
alſo BP: BP = BC: BO 
und wegen dieſer Proportion geht die Seitenkante CC’, ver— 
längert, durch den Punkt P. Eben fo läßt ſich von jeder fol- 
genden Seitenkante zeigen, daß fie durch den Punkt P geht, 
alſo ſchneiden ſich alle Seitenkanten in demſelben Punkt. 


§. 136. Aufgabe. 

Dien Inhalt einer abgekürzten Pyramide zu finden, wenn 
die beiden Grundebenen a und b, und die Höhe h der abge— 
kürzten Pyramide gegeben ſind. 

Auflöſung. Der Inhalt der abgekürzten Pyramide 
ergiebt ſich in der Differenz zwiſchen dem Inhalt der vollſtän— 
digen Pyramide und dem Inhalt der Ergaͤnzungspyramide. 
Die unbekannte Höhe der Ergänzungspyramide bezeichne x. 
Die Höhe der vollftändigen Pyramide iſt alsdann h Ex. Der 
Inhalt der vollſtändigen Pyramide iſt, wenn wir a als die 


größere Grundebene anſehen, gleich 97 852 der Inhalt der 
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Grgänzungspramibe ®° Der 0 der abgekürzten Pyra⸗ 


mide daher 
ach EX) br 
eee 
0 oder +fah+(a—b)x|. 
Für x bietet ſich nad 15 121 die Gleichung dar 


= Gx 
aus ihr folgt aa, 15 = hx: x 
Va -b: /b =h:x 
1 ; 
Va — b 
oder Xx e 
a — b 


Dieſen Werth von x ſubſtituiren wir oben; das liefert für 
den Inhalt der e Pyramide 


> @-+yab-+b) 
8. 137. 


Zur Berechnung der Oberfläche einer Pyramide, oder einer 
abgekürzten Pyramide, bedarf es keiner Anleitung. 


IV. Von den ſchief abgeſchnittenen Prismen und 
einigen anderen Körpern. 


$. 138. 


Man ſtelle ſich ein Prisma vor, und ſchneide es durch 
eine Ebene, welche alle Seitenkanten ſchneidet, und nicht mit 
den Grundebenen parallel iſt. Das Prisma wird durch dieſe 
Ebene in zwei Körper getheilt: und jeder derſelben heißt ein 
ſchief abgeſchnittenes Prisma. 


§. 139. Aufgabe. 


Von einem ſchief abgeſchnittenen dreiſeitigen Prisma ſind 
die drei Seitenkanten a, b, c gegeben, und der Inhalt £ der 
auf den Seitenkanten normal ſtehenden Durchſchnittsebene; 
man ſoll den Inhalt des ſchief abgeſchnittenen dreiſeitigen 
Prismas berechnen. 

Auflöſung. Es ſtelle Fig. 10 das ſchief abgeſchnittene 
dreiſeitige Prisma vor. Das Dreieck IKL ſei die auf den 
Seitenkanten a, b, e normal ſtehende Durchſchnittsebene; fein 
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Inhalt iſt alſo k. Die Höhe des Dreiecks, welche zur Seite 
KL gehört, ſei durch h bezeichnet. Man lege eine Ebene durch 
die Punkte H, K, L, und eine zweite Ebene durch die Punkte 
M, K, L. Dieſe Ebenen und die Ebene IKL zerlegen das 
ſchief abgeſchnittene dreiſeitige Prisma in zwei vierſeitige Py⸗ 
ramiden und in zwei dreiſeitige. Jede der vierſeitigen Pyra— 
miden hat die Höhe h. Der Inhalt beider vierſeitigen Pyra⸗ 
miden wird daher erhalten in dem dritten Theil des Products 
aus der Summe ihrer Grundebenen in ihre gemeinſchaftliche 
Höhe h. Die Summe der Grundebenen iſt das Trapez DPQG. 
Daher iſt die Summe der Inhalte der beiden vierſeitigen Py— 
ramiden gleich 


(a+b)-KL h 
2 45 
f KL-h 
oder, da der Inhalt k der auf den Seitenkanten normal 


2 


ſtehenden Durchſchnittsebenen iſt, gleich 
(a ＋ b) f 


3 


Bei jeder von den dreiſeitigen Pyramiden betrachte man IKL 
als Grundebene. Die Summe der Inhalte der beiden dreifei- 
tigen Pyramiden wird alsdann erhalten in dem dritten Theil 
des Products aus der gemeinſchaftlichen Grundebene k in die 
Summe der Höhen, welche e ausmacht. Der Inhalt beider 
dreiſeitigen Pyramiden iſt demnach 

cf 


3 q 
Dies addire man zu dem Oberen. Dadurch ergiebt fich der 
Inhalt des ſchief abgeſchnittenen dreiſeitigen Prismas gleich 
(a+b-+c)f 
me aaa 


Der hier gefundene Ausdruck ift um fo mehr für den 
praktiſchen Gebrauch geeignet, als der Inhalt k der auf den 
ſämmtlichen Seitenkanten normal ſtehenden Durchſchnittsebene 
leicht aus den normalen Abſtänden der Seitenkanten von ein- 
ander zu finden iſt, während dieſe normalen Abſtände ſich un— 
mittelbar meſſen laſſen. Sind Fig. 10 die drei normalen Ab⸗ 
ſtände der Seitenkanten von einander n, p, q, fo find die drei 
Seiten des Dreiecks IKL gleich n, p, q, und der Inhalt des 
ſchief abgeſchnittenen dreiſeitigen Prismas drückt ſich aus durch 


he an 
12 Orr np. 
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$. 140. 

Ein vier⸗ oder mehrſeitiges ſchief abgeſchnittenes Prisma 
kann in dreiſeitige ſchief abgeſchnittene Prismen zerlegt werden. 
Daher kann man vermittelſt des vorigen Paragraphen auch 
den Inhalt eines ſchief abgeſchnittenen vier- oder mehrſeitigen 
Prismas finden, wenn man nur im Stande iſt, die Inhalte 
der Durchſchnittsebenen anzugeben, welche auf den Seiten— 
kanten der dreiſeitigen ſchief abgeſchnittenen Prismen normal 
ſtehen. 

§. 141. 


Man ſtelle ſich eine Pyramide vor, und ſchneide ſie durch 
eine Ebene, welche alle Seitenkanten trifft und nicht mit der 
Grundebene parallel iſt. Die Ebene zerlegt die Pyramide in 
zwei Körper; der eine iſt eine Pyramide, und heißt die Er- 
gänzungspyramide des anderen Körpers, welcher eine ſchief ab— 
geſchnittene Pyramide genannt wird. 

Der Inhalt einer ſchief abgeſchnittenen Pyramide wird 
gefunden, indem man den Inhalt der vollſtändigen Pyramide 
und den der Ergänzungspyramide ermittelt, und den letzteren 
von dem erſteren ſubtrahirt. 8 


Ein Körper, welcher von zwei nicht ähnlichen Recht— 
ecken, deren Ebenen und deren Seiten beziehlich parallel ſind, 
und außerdem von vier Trapezen begränzt iſt, deren jedes- 
zwei beziehlich parallele Seiten der Rechtecke zu parallelen 
Seiten hat, heißt ein Obelisk. Die Rechtecke werden die 
Grundebenen genannt, der normale Abſtand der Grund— 
ebenen heißt die Höhe des Obelisk. 

Der Obelisk hat mit der abgekürzten Pyramide Aehnlich— 
keit, ohne eine ſolche zu ſein. 

§. 143. Aufgabe. 

Den Inhalt eines Obelisk zu finden, wenn die Abmef- 
ſungen der Grundebenen und die Höhe gegeben ſind. 

Auflöſung. Es ſtelle Fig. 11 einen Obelisk vor. 
Die zuſammenſtoßenden Seiten des oberen Rechtecks ſeien 
gleich a und b, die des unteren gleich o und d, die Höhe 
gleich h gegeben. — Die Kanten IG und KM find parallel, 
eben fo die Kanten LQ und KM, daher iſt auch IG parallel 
mit Lo. Durch die Kanten L und 16 denke man eine 
Ebene. Sie zerlegt den Obelisk in zwei ſchief abgeſchnittene 
dreiſeitige Prismen, deren Inhalte ſich berechnen laſſen. Be— 
trachten wir das dreiſeitige ſchief abgeſchnittene Prisma, deſſen 
Seitenkanten Lo, KM und 16 find; Die Maaße der Seiten— 
kanten find beziehlich b, b und d, der Inhalt des auf dieſen 
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sera 
normal ſtehenden Durchſchnitts ift 7. alſo der Inhalt des 


ſchief abgeſchnittenen dreiſeitigen Prismas ſelbſt 
(2b Ad) ah 
6 
Das andere ſchief abgeſchnittene dreiſeitige Prisma hat die 
Seitenkanten 16, PV, LO. Dieſe ſind beziehlich d, d, b. Der 
Inhalt der auf den Seitenkanten normal ſtehenden Durch- 


h ; 
ſchnittsebene iſt T. Der Inhalt des ſchief abgeſchnittenen 


dreiſeitigen Prismas daher 
(b 2d) ch 
6 
Dieſer Ausdruck werde zum oberen addirt, dadurch ergiebt ſich 
der Inhalt des Obelisk gleich 


[(Ab -T d) a EO AC 2d) eh 
a 


— 


V. Vom Kegel. 
§. 144. 


Man ſtelle ſich einen Kreis vor, außerhalb der Ebene 
deſſelben einen Punkt, und eine gerade Linie, welche durch den 
Punkt geht, und gegen die Peripherie des Kreiſes gelehnt iſt. 
Die gerade Linie führe man, während fie jenen Punkt nie ver⸗ 
läßt, längs der Peripherie des Kreiſes, bis ſie die Peripherie 
ganz durchlaufen iſt. Die Linie beſchreibt dabei eine krumme 
Fläche. Der Körper, welcher von dem Kreiſe, und von dem— 
jenigen Theil der krummen Fläche begränzt iſt, der zwilchen, 
der Kreisebene und dem erwähnten Punkt liegt, heißt ein 
Kegel. Der Punkt heißt die Spitze des Kegels, die den 
Kegel begränzende krumme Fläche ſein Mantel, der Kreis 
die Grundebene. Der normale Abſtand der Spitze von 
der Grundebene wird die Höhe des Kegels genannt. Jede 
gerade Linie, welche die Spitze des Kegels mit irgend einem 
Punkt der Peripherie der Grundebene verbindet, fällt ganz in 
den Mantel, und wird eine Seite des Kegels genannt. Die 
gerade Linie, welche die Spitze mit dem Mittelpunkt der Grund— 
ebene verbindet, heißt die Achſe des Kegels. Ein Kegel heißt 
normal, wenn die Achſe normal auf der Grundebene ſteht, 
ſchief, wenn dies nicht der Fall iſt. Alle Seiten eines nor⸗ 
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malen Kegels find, wie leicht in die Augen fällt, einander 


gleich. 
§. 145. Lehrſatz. 

Wenn man einen Kegel durch eine Ebene ſchneidet, 
welche mit der Grundebene parallel iſt, fo iſt die Durchſchnitts— 
figur ein Kreis. ö 

Beweis. Die Spitze des Kegels ſei A, der Mittel: 
punkt der Grundebene ſei M. Man denke die Achſe AM des 
Kegels; den Punkt, in welchem ſie die Durchſchnittsebene 
trifft, bezeichne M. In der Peripherie der Grundebene nehme 
man zwei Punkte B und C an, und denke die Seiten AB 
und AC; die Punkte, in welchen dieſe Seiten die Durch— 
ſchnittsebene ſchneiden, ſeien beziehlich B und C. Man denke 
ferner eine Ebene durch AM und AB, und eine zweite Ebene 
durch AM und ACC. Dieſe Ebenen ſchneiden die Grundebene 
und die mit derſelben parallele Durchſchnittsebene in den Linien 
MB und MC, und MB und M'; und die Linien MB und 
MB“ find parallel, eben fo die Linien MC und MC’, Es 
verhält ſich daher 

AM: AM’ = MB: MB 
und AM:AM’ = MC: MC’ 
Die drei erften Glieder der Proportionen find beziehlich gleich; 


deshalb iſt 
MB =MC 


und daraus erhellet, daß die Durchſchnittsfigur ein Kreis iſt. 
$. 146. Zuſatz. 

Der Kreis, welcher die Grundebene des Kegels aus— 
macht, und der Kreis, welcher die Durchſchnittsfigur der mit 
der Grundebene parallelen Durchſchnittsebene bildet, verhalten 
ſich zu einander wie die Quadrate ihrer normalen Abſtände 
von der Spitze. c 
i Denn ſind die normalen Abſtände der Grundebene und 
der Durchſchnittsebene beziehlich AN und AN“, ſo verhält ſich 

MB: MB! = AM: Au = AN: AN- 
und da ſich die Kreiſe verhalten wie die Quadrate ihrer Ra— 
dien MB und MB“, fo erhellet der Satz. 
§. 147. Lehrſatz. 

Ein Kegel und eine Pyramide ſind einander gleich, wenn 
ihre Grundebenen gleich ſind und ihre Höhen. 

Beweis. Man denke beide Körper mit ihren Grund— 
ebenen auf einer Ebene ſtehend, und durchſchneide beide durch 
eine Ebene, welche mit dieſer Ebene parallel iſt. Die Grund— 
ebene des Kegels ſei g, die Höhe h, dann hat auch die Pyra— 
mide die Grundebene g, die Höhe h; der normale Abſtand 
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der Durchſchnittsebene von der Spitze des Kegels ſei x, dann 
iſt auch die Entfernung der Durchſchnittsebene von der Spitze 
der Pyramide x. Die Durchſchnittsfigur in dem Kegel ſei 
q, die in der Pyramide ſei v. Es verhält ſich bei dem Kegel 
f g a ER) 

und bei der Pyramide | 
g 1 9 
Aus beiden Proportionen folgt, daß 


9 . VW, * 
iſt. Eben ſo würde ſich bei jeder anderen Durchſchnittsebene 
ergeben, daß die Durchſchnittsfigur des Kegels gleich ſei der 
der Pyramide, und deshalb folgt die Behauptung nach S. 126. 

l §. 148. Lehrſatz. 

Der Inhalt eines Kegels iſt der dritte Theil des Pro⸗ 
ducts aus der Grundebene in die Höhe. 

Beweis. Denn der Kegel iſt gleich einer Pyramide, 
welche mit ihm gleiche Grundebene und gleiche Höhe hat, und 
der Inhalt der Pyramide iſt der dritte Theil des Productes 
aus Grundebene und Höhe. 


§. 149. Lehrſätze. 

1) Kegel von gleichen Grundebenen verhalten ſich wie 
ihre Höhen. 

2) Kegel von gleichen Höhen verhalten ſich wie ihre 
Grundebenen. ; 

3) Kegel verhalten ſich wie die Producte aus den Grund— 
ebenen in die Höhen. 

Beweiſe folgen leicht aus dem vorigen Paragraph. 


§. 150. 

Man denke einen beliebigen Kegel. Seine Spitze ſei S 
und drei unmittelbar auf einander folgende Seiten deſſelben 
ſeien SA, SB, SC. Durch SA und SB denke man eine 
Ebene, durch SC und SB gleichfalls. Die eine dieſer Ebenen 
werde um SB gedreht, bis fie mit der anderen zuſammenfällt, 
und dergeſtalt, daß die Seiten SA und SC zu verſchiedenen 
Seiten von SB gerathen. Bei ſolcher Drehung bleibt das 
Dreieck ABS ungeändert, eben fo das Dreieck CBS, und es 
erhellet, daß der Mantel des Kegels ſich in eine Ebene biegen 
läßt, während ſein Inhalt derſelbe bleibt. Er kann alſo ab— 
gewickelt werden. b 

§. 151. Lehrſatz. 


Der Mantel eines normalen Kegels iſt gleich dem hal— 


ben Product aus der Peripherie der Grundebene in die Seite 
des Kegels. 
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Beweis. Man denke den Mantel des normalen Kegels 
abgewickelt. Er bildet alsdann einen Kreisausſchnitt, deſſen 
Radius die Seite des Kegels und deſſen Bogen gleich der 
Peripherie der Grundebene iſt. Und der Inhalt dieſes Kreis- 
ausſchnittes iſt das halbe Product aus dem Bogen in den 
Radius. Daraus erhellet der Satz. 

Der Mantel des ſchiefen Kegels läßt ſich hier nicht be— 
ſtimmen. 

Iſt daher r der Radius der Grundebene eines normalen 
Kegels, und b die Seite deſſelben, ſo drückt ſich der Inhalt 
des Mantels aus durch 


NT 
und die geſammte Oberfläche des Kegels iſt gleich 
r? Arb 


welches einerlei iſt mit 
r (br) 
§. 152. 

Man ſtelle ſich einen Kegel vor, und ſchneide ihn durch 
eine Ebene, welche mit der Grundebene parallel iſt. Die Ebene 
theilt den Kegel in zwei Körper. Der Körper, welcher zwi— 
ſchen der Grundebene und der mit ihr parallelen Durchſchnitts— 
ebene ſich befindet, heißt ein abgekürzter Kegel, der andere 
Fa heißt der Ergänzungskegel zu jenem abgekürzten 

egel. 

Ein abgekürzter Kegel iſt durch zwei Kreiſe, deren Ebenen 
parallel ſind, und durch eine krumme Fläche begränzt. Die 
beiden Kreiſe heißen die Grundebenen, die krumme Fläche 
der Mantel des abgekürzten Kegels. Die gerade Verbin— 
dungslinie der Mittelpunkte der Grundebenen wird die Achſe, 
der normale Abſtand der Grundebenen die Höhe des abge— 
kürzten Kegels genannt. Die Seiten eines abgekürzten Kegels 
ſind diejenigen Stücke von den Seiten des vollſtändigen Ke— 
gels, welche innerhalb des Mantels des abgekürzten Kegels 
liegen. 

N Ein abgekürzter Kegel heißt normal, wenn er aus einem 
normalen Kegel erhalten wurde, oder, wenn feine Achſe nor— 
mal auf den Grundebenen ſteht; ein abgekürzter Kegel heißt 
ſchief, wenn er aus einem ſchiefen Kegel geſchnitten worden, 
oder, wenn ſeine Achſe ſchief auf den Grundebenen ſteht. Alle 
Seiten des normalen abgekürzten Kegels ſind einander gleich. 

$. 153. Aufgabe. 

Den Inhalt eines abgekürzten Kegels zu beſtimmen, wenn 
die Radien a und b der beiden Grundebenen und die Höhe h 
des abgekürzten Kegels gegeben ſind. 


r 


LAA/NAMNAI Y 1 Arad * 
WWW.rCcIN.Org.pI 


§. 154. Von den vorzüglichſten Körpern. 61 


Auflöſung. Der Inhalt des abgekürzten Kegels wird 
erhalten in der Differenz zwiſchen dem Inhalt des vollſtändi— 
gen Kegels und dem Inhalt des Ergänzungskegels. Die nicht 
bekannte Höhe des Ergänzungskegels bezeichne x. Die Höhe 
des vollſtaͤndigen Kegels iſt alsdann h EX. Der Inhalt des 
vollſtändigen Kegels iſt, wenn a als der größere Radius an⸗ 


2 
genommen wird, gleich 9 der Inhalt des Ergän- 


2 
zungskegels iſt ns der Inhalt des abgefürzten Kegels ift 


demnach 
ra’(h+x) _ rb’x 


3 3 
oder A Tah @®—b>)x] 
Für x, welches noch beſeitigt werden muß, hat man die 
Gleichung: ü 8 
hx: x a: b 
Aus derſelben folgt h: Xx = a- b: b 
bh 
at -b 


Dieſer Ausdruck werde oben ſubſtituirt; dadurch entſteht für 
den Inhalt des abgekürzten Kegels 


= laꝛh - (a-＋b) bh 
oder a "a Fab g b?). 


§. 154. Aufgabe. 


Den Inhalt des Mantels eines normalen abgekürzten 
Kegels zu berechnen, wenn die Radien a und b der Grund- 
ebenen, und die Seite e des abgekürzten Kegels gegeben find. 

Auflöſung. Der Mantel des abgekürzten Kegels iſt 
die Differenz zwiſchen dem Mantel des vollſtändigen Kegels 
und dem Mantel des Ergänzungskegels. Die unbekannte 
Seite des Ergänzungskegels ſei y; die Seite des vollſtändigen 
Kegels iſt dann c+y. Der Mantel des vollftändigen Kegels 
iſt, unter a den größeren Radius verſtanden, gleich wa (ey), 
der Mantel des Erganzungskegels rby; der Mantel des ab- 
gekürzten Kegels iſt deshalb | 

ra(e--y)—rby 
oder * lac (a—b)y] 
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Für y, welches noch zu ermitteln iſt, hat man die Gleichung 


o EY: y = a: b 

oder e:y=a-—b:b 
be 
daraus W 


Dieſer Werth werde oben ſubſtituirt; dadurch ergiebt ſich für 
den Mantel des normalen abgekürzten Kegels 
we (a ＋= b). 
§. 155. Zuſatz. 

Die Oberfläche eines normalen abgekürzten Kegels, deſſen 
Grundebenen die Radien a und b haben, und deſſen Seite c 
iſt, drückt ſich demnach aus durch 

e (a E b) Ra! Eb? 
welches gleich iſt rIla--e)a-+-(b-+o)bl. 


VI. Von der Kugel. 
§. 156. 

Ein Körper, welcher ſo begränzt iſt, daß alle Punkte der 
Begränzung von einem innerhalb des Körpers liegenden Punkte 
gleich weit entfernt ſind, heißt eine Kugel. Die Begränzung 
der Kugel beſteht in einer krummen Fläche. Sie wird die 
Kugelfläche genannt. Der innerhalb der Kugel befindliche 
Punkt, von welchem alle Punkte der Kugelfläche gleich weit 
entfernt find, heißt der Mittelpunkt der Kugel, der Mittel- 
punkt der Kugelfläche. 

Jede gerade Linie, vom Mittelpunkt einer Kugel bis zu 
irgend einem Punkte ihrer Kugelfläche, heißt ein Radius 
oder ein Halbmeſſer der Kugel. Jede gerade Linie, welche 
zwei Punkte einer Kugelfläche verbndeit, und durch den Mit- 
telpunkt geht, heißt ein Durchmeſſer der Kugel. 


§. 157. 


Alle Radien einer Kugel ſind einander gleich, eben ſo alle 
Durchmeſſer. Und ein Durchmeſſer iſt das Doppelte des Radius 
derſelben Kugel. 

. 158. Lehrſätze. 

1) Jede gerade Linie, deren normaler Abſtand vom Mit- 
telpunkt einer Kugel kleiner iſt als der Radius, ſchneidet die 
Kugel, und hat mit der Kugelfläche zwei Punkte gemein— 
ſchaftlich. 
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2) Jede gerade Linie, deren normaler Abſtand vom Mit⸗ 
telpunkt einer Kugel größer iſt als der Radius, hat mit der 
Kugel keinen Punkt gemeinſchaftlich. 55 

3) Eine gerade Linie, deren normaler Aſtaand vom Mit⸗ 
telpunkt einer Kugel gleich dem Radius iſt, hat mit der Ku- 
gelfläche einen einzigen Punkt gemeinſchaftlich, und dies iſt der 
Punkt, in welchem die Normale aus dem Mittelpunkte der 
Kugel die Linie trifft. 

Dieſe Sätze gelten auch umgekehrt, und ſind leicht zu 
erweiſen. 

$. 159. n 

Jede gerade Linie, welche mit der Fläche einer Kugel nur 
einen Punkt gemeinſchaftlich hat, heißt eine Tangente der 
Kugel für dieſen Punkt, und der Punkt, welchen die Tangente 
mit der Kugelfläche gemeinſchaftlich hat, wird der Berüh— 
rungspunkt genannt. ; 


8. 160. Lehrſätze. 

1) Jede gerade Linie, welche auf einem Radius normal 
ſteht in dem Punkte, welchen er mit der Kugelfläche gemein 
hat, iſt eine Tangente der Kugel für dieſen Punkt. 

2) Zieht man nach dem Berührungspunkt einer Tangente 
einen Radius, ſo wird er normal auf der Tangente. 

3) Fällt man vom Mittelpunkte der Kugel eine Normale 
auf eine Tangente der Kugel, ſo trifft ſie den Berührungspunkt. 

Be weiſe ſind leicht zu führen. 


§. 161. Lehrſatz. 

Wird eine Kugel durch eine Ebene geſchnitten, ſo iſt die 
Durchſchnittsfigur ein Kreis. 

Beweis. Die Ebene geht entweder durch den Mittel- 
punkt der Kugel oder nicht. — Die Ebene gehe erſtens durch 
den Mittelpunkt. Die Entfernung eines jeden Punktes der 
Begränzung der Durchſchnittsfigur von dem Mittelpunkte der 
Kugel iſt dem Radius der Kugel gleich. Daher iſt in dieſem 
Fall die Durchſchnittsfigur ein Kreis, und der Mittelpunkt 
deſſelben iſt der Mittelpunkt der Kugel, fein Radius der Ra- 
dius der Kugel. — Die Ebene gehe zweitens nicht durch den 
Mittelpunkt. Der Mittelpunkt der Kugel ſei M. Man fälle 
von M aus eine Normale auf die Ebene. Die Normale treffe 
die Ebene in A. Zwei Punkte der Begränzung der Durch- 
ſchnittsfigur ſeien B und C. Man ziehe die Linien AB und 
AC, MB und MC. Dadurch entſtehen zwei Dreiecke, MAC 
und MAB. Die Dreiecke ſind bei A rechtwinklig, ſie haben 
die Hypotenuſen MB und MC gleich, als Radien der Kugel, 
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die Kathete MA gemeinſchaftlich; die Dreiecke find demnach 
congruent, und daraus folgt die Gleichheit der Linien AB und 
AC. Aus der Gleichheit dieſer Linien erhellet aber, daß die 
Durchſchnittsfigur ein Kreis iſt. 5 
Bezeichnet r den Radius einer Kugel, x die Entfernung 
des Mittelpunkts der Kugel von einer die Kugel durchſchnei— 
denden Ebene, ſo iſt der Radius des Kreiſes, welcher die 
Durchſchnittsfigur bildet, gleich Yr? — x?. 


d. 10% Lehrfſüä ß... 

1) Eine Ebene, deren normaler Abſtand vom Mittelpunkt 
einer Kugel geringer iſt als der Radius, ſchneidet die Kugel. 

2) Eine Ebene, deren Entfernung vom Mittelpunkt einer 
Kugel größer als der Radius iſt, hat mit der Kugel keinen 
Punkt gemeinſchaftlich. 

3) Eine Ebene, deren normaler Abſtand vom Mittelpunkt 
einer Kugel gleich dem Radius iſt, hat mit der Kugel und 
mit der Kugelfläche einen einzigen Punkt gemeinſchaftlich. 

Dieſe Sätze gelten auch umgekehrt. 

§. 163. 

Eine Ebene, welche mit der Fläche einer Kugel einen ein— 
zigen Punkt gemeinſchaftlich hat, heißt eine Berührungs- 
ebene der Kugel für dieſen Punkt, der Berührungspunkt 
genannt wird. 


$. 164. Lehrſätze. 

1) Jede Ebene, welche auf dem Radius einer Kugel nor— 
mal ſteht in dem Punkte, welchen er mit der Kugelfläche ge— 
meinſchaftlich hat, iſt eine Berührungsebene der Kugel für 
dieſen Punkt. \ 

2) Die gerade Linie, welche durch den Mittelpunkt einer 
Kugel und durch den Berührungspunkt einer Berührungsebene 
dieſer Kugel geht, ſteht normal auf der Berührungsebene. 

3) Fällt man vom Mittelpunkt einer Kugel eine Nor— 
male auf eine Berührungsebene der Kugel, ſo trifft ſie den 
Berührungspunkt. i | 

4) Die Normale, welche in dem Berührungspunkt auf 
einer Berührungsebene errichtet ift, geht durch den Mitielpunft 
der Kugel. 

5) Alle Berührungsebenen deſſelben Punktes einer Kugel 
fallen in einander. 

$. 165. Lehrſätze. 

1) Jede gerade Linie, welche in einer Berührungsebene 
liegt und durch den Berührungspunkt geht, iſt eine Tangente 
der Kugel für jenen Berührungspunkt. N 
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2) Für denſelben Punkt auf der Oberfläche einer Kugel 
giebt es unendlich viele Tangenten. Alle dieſe Tangenten lie⸗ 
gen in einer Ebene, und ſie iſt Berührungsebene der Kugel 
für jenen Punkt. 


§. 166. Lehrſätze. 

1) Schneidet eine Ebene eine Kugel, und wird von dem 
Mittelpunkt der Kugel eine Normale auf den Durchfchnitts- 
kreis gefällt, ſo trifft ſie den Mittelpunkt dieſes Kreiſes. 

2) Die gerade Linie, welche durch den Mittelpunkt einer 
Kugel und durch den Mittelpunkt eines Durchſchnittskreiſes 
geht, ſteht auf der Ebene dieſes Kreiſes normal. 

3) Wird in dem Mittelpunkt eines Durchſchnittskreiſes 
eine Normale auf der Ebene deſſelben errichtet, ſo geht ſie 
durch den Mittelpunkt der Kugel. 


f §. 167. Lehrſätze. in 
1) Wird eine Kugel durch zwei Ebenen geſchnitten, welche 
ungleich weit vom Mittelpunkt der Kugel entfernt ſtehen, ſo 
ſind die Durchſchnittsfiguren Kreiſe von ungleichen Halbmeſ— 
ſern, und zwar hat der Kreis den größeren Halbmeſſer, deſſen 
Entfernung vom Mittelpunkt der Kugel die geringere iſt. 

Beweis. Der Radius der Kugel fei r, die Entfernun— 
gen der Durchſchnittsebenen ſeien x und y. Dann ſind die 
Radien der Durchſchnittsfiguren Yr' —x” und Yr’—y’; 
und wird angenommen, daß 

5 x>Yy 
fo it /r — x? 2 yr — 

2) Sind zwei Durchſchnittskreiſe einer Kugel ungleich, fo 
ſteht der größere dem Mittelpunkte näher als der kleinere. 

Beweis. Dem vorigen ähnlich. 

3) Wird eine Kugel durch zwei Ebenen geſchnitten, welche 
gleich weit vom Mittelpunkt der Kugel entfernt ſtehen, ſo ſind 
die Durchſchnittsfiguren Kreiſe von gleichen Halbmeſſern. 

Beweis. Denn ift r der Radius der Kugel, und die 
Entfernung einer jeden der Ebenen vom Mittelpunkt der Kugel 
gleich x, jo iſt der Radius einer jeden der Durchfchnittsfigu- 
ren gleich Yr? — xs. 

4) Sind zwei Durchſchnittskreiſe einer Kugel gleich, ſo 
ſind ſie gleich weit vom Mittelpunkt der Kugel entfernt. 

5) Alle Ebenen, welche durch den Mittelpunkt einer Ku- 
gel gehen, liefern gleiche Durchſchnittsfiguren, nämlich Kreiſe, 
deren Radien gleich dem Radius der Kugel ſind. 

6) Alle Ebenen, welche eine Kugel ſchneiden, ohne durch 

Wolff's Geometrie. 2. Th. ! 5 
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den Mittelpunkt der Kugel zu gehen, liefern als Durchſchnitts— 
2 Kreiſe, deren Radien kleiner ſind, als der Radius der 
ugel. 

f 7) Unter allen Ebenen, welche eine Kugel ſchneiden, lie- 
fern demnach diejenigen Ebenen, welche durch den Mittelpunkt 
der Kugel gehen, die größten Durchſchnittsfiguren. 

8) Zwei dergleichen größte Durchſchnittskreiſe einer Ku— 
gel, welche ſich ſchneiden, haben einen Durchmeſſer zur Durch— 
ſchnittslinie, halbiren ſich daher. 


$. 168. 

Die Kreiſe, welche Durchſchnittsfiguren ſind von Ebenen 
und einer Kugel, durch deren Mittelpunkt die Ebenen gehen, 
heißen größte Kreiſe dieſer Kugel. Alle Kreiſe, welche Durch— 
ſchnittsfiguren ſind von Ebenen und einer Kugel, durch deren 
Mittelpunkt die Ebenen nicht gehen, werden kleinere Kreiſe 
dieſer Kugel genannt. Kugelkreiſe oder Kreiſe der Kugel ſol— 
len überhaupt die Kreiſe heißen, welche Durchſchnittsfiguren 
ſind zwiſchen Ebenen und einer Kugel. 


5 §. 169. 

Man ſtelle ſich eine Kugel vor, ſchneide ſie durch eine 
Ebene, und denke den Durchmeſſer der Kugel, welcher normal 
ſteht auf dem Kreiſe, der ſich als Durchſchnittsfigur ergab. 
Der Durchmeſſer heißt die Achſe dieſes Kreiſes, und die 
Punkte, in welchen er die Kugelfläche ſchneidet, werden die 
Pole des Kreiſes genannt. Wird die Kugel durch parallele 
Ebenen geſchnitten, fo heißen die ſich ergebenden Kreiſe Pa - 
rallelkreiſe; der Parallelkreis, welcher durch den Mittelpunkt 
geht, heißt der Aequator. Parallelkreiſe haben die Achſe 
und die Pole gemeinſchaftlich. Jeder größte Kreis, welcher 
durch die Achſe geht, heißt ein Meridiankreis, ſchlechthin 
Meridian. 

$. 170. 

Man ſtelle ſich eine Kugel vor, und ſchneide dieſelbe durch 
eine Ebene. Die Kugelfläche wird in zwei Theile zerlegt: je— 
der von dieſen Theilen wird eine Calotte genannt. Die 
Kugel ſelbſt wird durch die Ebene gleichfalls in zwei Theile 
zerlegt, und jeder von dieſen Theilen heißt ein Kugelab— 
ſchnitt. Geht die Ebene durch den Mittelpunkt der Kugel, 
ſo ſind, wie leicht erhellet, die beiden Kugelabſchnitte, in welche 
die Kugel zerlegt wird, congruent: jeder von dieſen Kugelab— 
ſchnitten heißt eine Halbkugel. a 

Ein Kugelabſchnitt iſt von einer Calotte und von einem 
Kreiſe begränzt. 6 
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Man ſtelle ſich einen Kugelabſchnitt vor, und errichte auf 
dem ihn begränzenden Kreiſe in deſſen Mittelpunkt eine Nor- 
male: das Stück dieſer Normale, welches innerhalb des Ku— 
gelabſchnitts ſich befindet, heißt die Höhe des Kugelabſchnitts, 
zugleich die Höhe der Calotte, welche den Kugelabſchnitt be— 
ränzt. f 
; Kugelabſchnitte, welche derſelben Kugel angehören, und 
gleiche Höhen haben, ſind, wie leicht erhellet, congruent. 


G. 

Man ſtelle ſich eine Kugel vor, und ſchneide ſie durch 
zwei parallele Ebenen. Das Stück der Kugelfläche, welches 
zwiſchen den beiden parallelen Ebenen ſich befindet, heißt eine 
Zone, das Stück der Kugel, welches zwiſchen den beiden 
parallelen Ebenen liegt, eine körperliche Zone. 

Unter der Höhe einer Zone, oder einer körperlichen Zone, 
wird der normale Abſtand der beiden parallelen Ebenen ver— 
ſtanden, welche die Zone, oder die körperliche Zone, aus der 
Kugel ſchneiden. 


§. 172. Lehrſatz. 

Wenn eine Kugelfläche und der Mantel eines normalen 
Kegels, deſſen Spitze im Mittelpunkt der Kugelfläche liegt, ſich 
ſchneiden, ſo iſt die Durchſchnittslinie beider Flächen eine 
Kreislinie. 

Beweis. Der Mittelpunkt der Kugel ſei M. Der Punkt, 
in welchem irgend eine Seite des Kegelmantels und die Ku— 
gelfläche ſich ſchneiden, ſei A. Durch den Punkt A lege man 
eine Ebene, normal auf der Achſe des Kegels. Die Ebene 
ſchneidet die Kugelfläche in einer Kreislinie, den Kegelmantel 
ebenfalls in einer Kreislinie. Die Stücke der Seiten des Ke— 
gels, welche zwiſchen der Spitze M und der Dufchfchnittsebene 
liegen, ſind ſämmtlich einander gleich, nämlich gleich MA, 
welches der Radius der Kugel iſt. Daher liegt die Kreis- 
linie, in welcher die Ebene und der Kegelmantel ſich ſchneiden, 
zugleich in der Kugelfläche; und die Kugelfläche und der Kegel— 
mantel haben die Kreislinien gemeinſchaftlich. Daraus erhel— 
let der Satz. J 

871737 

Man ſtelle fich eine Kugel vor, und den Mantel eines 
normalen Kegels, deſſen Spitze im Mittelpunkt der Kugel liegt. 
Der Kegelmantel theilt ſowohl die Kugelfläche als die Kugel 
ſelbſt in zwei Theile. Jeder von den Theilen der Kugelflaͤche 
iſt eine Calotte, nach dem vorigen Paragraph. Jeder von den 
Theilen der Kugel wird ein Kugelausſchnitt genannt. 

5 * 
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Ein Kugelausſchnitt iſt von einer Calotte begränzt und 
von dem Mantel eines normalen Kegels. Die Höhe der Ca— 
lotte, welche den Kegelausſchnitt begraͤnzt, heißt die Höhe des 
Kugelausſchnitts. 

Ein Kugelausſchnitt erſcheint entweder als die Summe 
eines Kugelabſchnitts und eines normalen Kegels, oder als die 
Differenz eines Kugelabſchnitts und eines normalen Kegels. 

Zuweilen wird eine Halbkugel als ein Kugelausſchnitt 
betrachtet, dann wird die Kreisebene, welche die Halbkugel be— 
gränzt, als Kegelmantel angeſehen. 


§. 174. Lehrſatz. 
Der Inhalt einer Kugel, deren Radius r ift, iſt gleich 


Beweis. Es ſei, Fig. 12, BO gleich dem Radius r; 
ABC ſei ein Quadrant, ABCD ein Quadrat, BD eine Dia- 
gonale deſſelben, EH eine gerade Linie, welche parallel iſt mit 
BC. Man ſtelle ſich vor, die ganze Figur werde um die Li— 
nie AB gedreht, bis ſie wieder ihre erſte Lage erreicht. Bei 
dieſer Drehung beſchreibt der Quadrant eine Halbkugel, deren 
Halbmeſſer r iſt. Das Quadrat beſchreibt einen normalen Cy⸗ 
linder; der Radius der Grundebene deſſelben ift r, feine Höhe 
ebenfalls r. Das Dreieck ADB befchreibt einen normalen Ke— 
gel, deſſen Grundebene den Radius r hat, und deſſen Höhe er 
iſt. Die Linie Ell endlich beſchreibt eine Ebene, welche paral— 
lel iſt mit der Ebene, die durch die Linie BO beſchrieben wird. 
— Den Kegel, welchen das Dreieck ADB hervorbringt, nehme 
man aus dem Cylinder. Von dem Cylinder bleibt der Körper 
übrig, welchen das Dreieck BCD erzeugt. Es läßt ſich dar: 
thun, daß der Körper, welcher durch das Dreieck BCD befchrie- 
ben wird, gleich der Halbkugel iſt. Schneidet man nämlich 
beide Körper durch Ebenen, welche mit der Ebene parallel ſind, 
die die Linie BC beſchreibt, fo iſt bei jeder ſolchen Ebene die 
Durchſchnittsfigur mit der Halbkugel eben ſo groß, als die 
Durchſchnittsfigur mit dem Körper, den das Dreieck BED 
liefert; daraus folgt alsdann nach $. 126 die Gleichheit beider 
Körper. — Eine ſolche Ebene iſt die, welche die Linie EH 
erzeugt. Dieſe Ebene ſchneidet die Halbkugel in einem Kreiſe, 
deſſen Radius EG iſt; den Körper, welchen das Dreieck BCD 
liefert, ſchneidet fie in einem Ringe, deſſen Radien EH und EF 
ſind. Man denke den Radius BG, und es iſt 


EG? = BG. — BE’ 
Es verhält ſich 


tr 


BE:EF=BA:AD =1:1 
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Daher iſt BE gleich EF, und es iſt BG = BO = EH. Die 
obere Gleichung geht alſo über in 
EG = EH! — EF? 

demnach iſt rEG? = NEH NEF? 
d. h. die beiden in Rede ſtehenden Durchſchnittsfiguren find 
einander gleich. Die Halbkugel iſt alſo in der That gleich dem 
Körper, welchen das Dreieck 80D bei der Umdrehung hervor— 
bringt. — Dieſer Körper iſt die Differenz zwiſchem dem Cy— 
linder, den das Quadrat ABCD, und dem Kegel, den das 
Dreieck ADB beſchreibt. Der Inhalt des Cylinders iſt r' - r, 

2 


7 3 
oder vr“, der des Kegels iſt —5 3 oder — Daher iſt 


3˙ 
der Inhalt der Halbkugel gleich 


Kr — 


3 


welches einerlei iſt mit 
er“ 


und der Inhalt der ganzen Kugel iſt dann 
Irxr? 
Bezeichnet d den Durchmeſſer einer Kugel, fo iſt der In⸗ 


halt gleich 
5 
23 0 


Ind’ 
8. 175. Aufgaben. 

1) Den Inhalt eines Kugelabſchnittes zu berechnen, wenn 
der Radius der Kugel er iſt, und die Höhe des Kugelabſchnit— 
tes h. 

Auflöſung. Im vorigen Paragraphen iſt erkannt wor— 
den, daß die Halbkugel, welche bei der Drehung der Fig. 12. 
um AB durch den Quadranten ABC beſchrieben wird, gleich 
iſt dem Körper, welchen das Dreieck 80D hervorbringt. — 
Aus dem dort geführten Beweiſe erhellet zugleich, daß der 

Kugelabſchnitt, welchen AEG bei der Drehung der Figur um 
Ah beſchreibt, gleich dem Körper iſt, welchen das Dreieck 
FHD bei derſelben Drehung erzeugt. In dem Inhalt des 
zuletzt erwähnten Körpers wird man daher den Inhalt des 
Kugelabſchnittes erhalten. Der Inhalt jenes Körpers ergiebt 
ſich aber in der Differenz zwiſchen dem Inhalt des Cylinders, 
der von dem Rechteck ADHE beſchrieben wird, und dem In— 
halt des abgekürzten Kegels, welchen das Trapez AD FE be⸗ 
ſchreibt. — Der Radius der Grundebene des Cylinders iſt r, 


3 


oder 
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die Höhe iſt h. Die Radien der Grundebenen des abgekürz⸗ 
ten Kegels find r und EF, welches gleich BE, oder gleich 
r—h iſt, die Höhe des abgekürzten Kegels iſt h. Daher drückt 
ſich der Inhalt des Kugelabſchnitts aus durch 
r' h — ch Ir ＋ r (r- h) (r — h) 

oder durch 

zh [Zr —- r' - r' ＋ rh — r? + rh — h?] 
und dies iſt einerlei mit 

zrh? (Zr — h). 

Dieſe Fe gilt, ſo La die Höhe h nicht größer 
iſt als der Radius r der Kugel. Iſt die Höhe h größer als 
der Radius der Kugel, ſo iſt die Höhe des Kugelabſchnitts, 
welcher den erſten zur Kugel ergänzt, kleiner als der Radius, 
nämlich gleich 2r—h. Der Inhalt dieſes Kugelabſchnitts 
drückt ſich alſo nach dem oben erhaltenen Reſultat aus durch 

Ir Er .) [Zr — (2r—h)] 
oder 4r(2r —h)? (r-+h) 
Die Differenz zwiſchen der Kugel und diesem Kugelabſchnitt 
iſt der Kugelabſchnitt, zur Höhe h. Daher iſt dieſer gleich 
zur“ — r (2r — h)? (rh) 
oder zu Ar“ — Ar- + Ahr? —h' . Lahr . Aer Be 
oder ch? (3r — h). 

Iſt alfo r der Radius der Kugel h die Höhe eines Ku— 

ae, ſo iſt der Inhalt des Kugelabſchnitts gleich 
I. zh! (3r — h). 

2) Den Inhalt eines Kugelabſchnittes zu berechnen, wenn 
der Radius a der den Kugelabſchnitt begränzenden Kreisebene, 
und die Höhe h des Kugelabſchnittes gegeben iſt. 

Auflöſung. Es ſei Fig. 12 EG gleich a. Man hat 
die Proportion . 
h: a = a: r — h. 


Aus derſelben folgt 


21 — h 1 
8 a? ＋- he 
alſo . ea. 


Dieſen Ausdruck für r fubftituire man in der oben unter 
I ſtehenden Formel, dadurch erhält man für den Inhalt des 
Kugelabſchnittes 
II. z ch (3a. he). 
3) Den Inhalt eines Kugelabſchnittes zu berechnen, wenn 
der Radius r der Kugel, und der Radius a der den Kugelab— 
ſchnitt Regnanzenzen Kreisebene gegeben iſt. 
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Auflöſung. - der Proportion 


= à: 2r— h 
folgt h — m = a 
und hieraus h = rr! — a? 


Diefen Werth für h fubftituire man in zu (3a? hh“), 
welches die Formel II iſt; dadurch entſteht für den Inhalt des 
Kugelabſchnittes 

III. zu [2r' (a? + 2r?)Yr? —a®’] — a' 

Die Kreisebene zum Radius a theilt die Kugel in et 
Kugelabſchnitte. Das obere Vorzeichen gilt . den größeren, 
das untere für den kleineren. 

5 $. 176. Aufgaben. 

1) Den Inhalt einer körperlichen Zone zu berechnen, wenn 
a und b als die Radien der begränzenden Kreisebenen und die 
Höhe h gegeben find. 

Auflöſung. Man denke die gerade Linie, welche die 
Mittelpunkte der beiden begränzenden Kreisebenen verbindet. 
a; Linie fteht normal auf beiden Kreisebenen, und iſt gleich 

Man verlängere die Linie über den einen Endpunkt hinaus 
bis zum Durchſchnitt mit der Oberfläche der vollſtändig ge— 
dachten Kugel. Die Verlängerung ſei x. Der Inhalt der 
körperlichen Zone kann alsdann erhalten werden in der Dif— 
ferenz der Inhalte der beiden Kugelabſchnitte, von welchen der 
eine die Höhe h+x, der andere die Höhe x hat. Die Kreis- 
ebene, welche den erſteren begränzt, habe den Radius a, die 
welche den anderen begränzt, den Radius b. Der Inhalt der 
körperlichen Zone drückt ſich daher, wenn man die Formel II. 
im vorſtehenden Paragraph anwendet, aus durch 

n (h -L) 3a. ++ x) It (3b? +x° ) 
welches gleich iſt 
4r[3a?h+3a?x-+-h?’+-3h?x-+3hx? + x?— 3b’x— x] 
oder gleich 
ir [3hx? +3 (a! —b’ +h’)x+ 3a?h-+-h?’] 

Der Unbekannte x muß beſeitigt werden. Man ſetze den 
Radius der Kugel gleich 15 99 hat man die Proportionen 

b: 27 - X 
a: 25 — X -h 


ih 
Aus der erſten folgt 
b? 
2y — X = — 
Dieſen Werth ſetze man in die zweite Proportion. Das liefert 
2 


h+x:a= a: h 
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Hieraus folgt hx: a = ax: b? — hx 
a’x—=b*h--b?x —h?x —hx? 
hx? ＋ (a? —b?-+h?)x=b?°h 
alfo 3hx? EA (a —b? Chehx - 3b*h 
Dieſen Werth fubftituire man in dem für den Inhalt der kör— 
perlichen Zone gefundenen Ausdruck, und es entſteht 
I. zh (3a? E 3b? +h?). 

2) Den Inhalt einer körperlichen Zone zu berechnen, 
wenn a und b als die Radien der ſie begränzenden Kreis— 
ebenen under als der Radius der Kugel gegeben ſind. 

Auflöſung. Den Inhalt der körperlichen Zone erhält 
man in a, b under ausgedrückt, wenn man die Höhe der kör— 
perlichen Zone vermittelſt a, b under ausdrückt, und den für 
die Höhe gefundenen Ausdruck ſtatt h in der Formel J. fub- 
ſtituirt. Es ſtelle a den Radius der größeren Kreisebene vor, 
b den der kleineren. Die Höhe h der körperlichen Zone drückt 
ſich alsdann aus durch 

7s — bꝛ yr® — 
In dieſem Ausdruck ift Yr? — a? negativ zu nehmen, wenn 
beide Kreisebenen auf einer Seite des Mittelpunktes der Kugel 
ſich befinden, oder, mit anderen Worten, wenn der Mittelpunkt 
der Kugel nicht zwiſchen beiden Kreisebenen liegt; die Wurzel 
iſt dagegen poſitiv zu ſetzen, wenn die Kreisebenen auf ver— 
ſchiedenen Seiten des Mittelpunktes der Kugel liegen, oder, 
mit anderen Worten, der Mittelpunkt der Kugel zwiſchen den 
Kreisebenen ſich befindet. Den Ausdruck für die Höhe ſub— 


ſtituire man in 
ch (3a? -+ 3b? +h?) 

oder lieber in zu (3a?h-+ 3b?h-+-h?) 
das liefert 
an gar /r bl + 3a? Ur a + 3b?yr?—b? +3b?yr?—a? 

+r? yr?—b? — b?yr? bh? + 3r? /r as = 3b /r —a 

—+3r?yr?—b? — 3a?yr®—b? r' yr®—a? & a’yr’—a?] 
welches einerlei ift mit 
Ar [2a /r! — a! + 2b? /r! — b Ar? /r — b 

| rar, 

und dies liefert für den Inhalt der körperlichen Zone 

II. zu I (b“ ＋ r!) /r — b' ꝙ (a! + 2r?)yYr? — a 
Hier gilt, wie bereits oben erwähnt, = je nachdem der Mit— 
telpunkt der Kugel nicht zwiſchen den Kreisebenen liegt, oder 
zwiſchen denſelben. 
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Der Ausdruck, welcher für den Inhalt der körperlichen 
Zone zuletzt gefunden worden, iſt auch vermittelſt der Formel 
III. im vorigen Paragraphen zu erhalten; die Beſtimmung der 
Vorzeichen wird dabei umftändlicher, die Rechnung dagegen 
kurz. — Man muß nämlich bemerken, daß jede Kreisebene 
die Kugel in zwei Kugelabſchnitte zerlegt, welche im Allgemei- 
nen ungleich find, und ſich um fo mehr von einander unter: 
ſcheiden, je kleiner die Kreisebene iſt; ferner, daß man, um die 
beiden körperlichen Zonen zu erhalten, welche durch a, b und 
r beſtimmt ſind, den größeren von den Kugelabſchnitten, welche 
die Kreisebene zum Radius b abſchneidet, als Minuend neh- 
men, und davon jeden der Kugelabſchnitte ſubtrahiren muß, 
welche die Kreisebene zum Radius a liefert. Der größere der 
Kugelabſchnitte, welchen die Kreisebene, deren Radius b iſt, 
abſchneidet, drückt ſich nach III. im vorigen Paragraph aus 


— — 


zu [Zr - (b! ＋ 2r .) /r! — be!] 
Die Kugelabſchnitte, welche die Kreisebene, deren Radius a iſt, 
liefert, ſind 
zu [3 K (a! ＋ r?) /r“ — a! 
Die Differenz dieſer Ausdrücke giebt . 
ir [(b? + 2r.) /r. b. (4. Car-) Vr = 
welches bereits oben gefunden worden. 

3) Den Inhalt einer körperlichen Zone zu berechnen, 
wenn der Radius r der Kugel, der Radius a der einen die 
körperliche Zone begränzenden Kreisebene, und die Höhe h der 
körperlichen Zone gegeben ſind. 

Auflöſung. Man berechne zunächſt den Radius x der 
anderen Kreisebene; alsdann läßt ſich der Inhalt der körper— 
lichen Zone vermittelſt der Formel I. beſtimmen. — Die Ent- 
fernung des Mittelpunktes der Kugel von der Kreisebene, 


welche a zum Radius hat, iſt /r — a?. Sit 

h>yr!—a? 
jo iſt die Entfernung des Mittelpunktes der Kugel von der 
Kreisebene, deren Radius x iſt, gleich 


h=#yr? — a! 
iſt dagegen 
ü r' -a h 
ſo iſt die Entfernung des Mittelpunktes der Kugel von der 
Kreisebene zum Radius x gleich 
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Daher iſt entweder b 
ö RK re (h#yr? — a7) 
oder es iſt x” = r? — (r' — as h)? 
alfo in beiden Fällen x? = r? —h’zF%hyr? —a’ —r? 4a? 
| x? = a? he g A/ —a? 

Den Werth für x? fee man ſtatt b? in Imh(3a®-+3b? 
Thi); dadurch entfteht für den Inhalt der körperlichen Zone 
zh (3a? + 3a? — 3h Gyr — a Ch) 

und dies iſt gleich 
III. rh (3a — he hy (TT a5). 


§. 177. Aufgaben. 


1) Man fol den Inhalt eines Kugelausſchnittes berech— 
nen, wenn der Radiuser der Kugel und die Höhe h des Ku— 
gelausſchnittes gegeben ſind. 

Auflöſung. Man nehme zuvörderſt die Höhe h kleiner 
an als den Radius r. Der Kugelausſchnitt iſt alsdann die 
Summe eines Kugelabſchnittes und eines Kegels. Der Ku— 
gelabſchnitt hat h zur Höhe. Der Kegel hat die Höhe r—h; 
und für den Radius x feiner Grundebene hat man die Pro— 
portion - 


H: X = X: erh; 

aus welcher fich ergiebt x; = hr h) 

Der Inhalt des Kugelabſchnittes iſt nach $. 175 I gleich 
+rh? (zr —h) 


der des Kegels iſt gleich Zrx’ (r -h) 
oder, wenn man für x? den Werth ſetzt, 
rh (2r — h) (r- h) 
Daher iſt in dieſem Fall der Inhalt des Kugelausſchnittes 
zh! (Zr — h) -h (2r h) (r -h). 

Man nehme ferner an, die Höhe h ſei größer als der 
Radius r. Alsdann iſt der Kugelausſchnitt die Differenz zwi⸗ 
ſchen einem Kugelabſchnitt und einem Kegel. Der Kugelab— 
ſchnitt hat h zur Höhe. Der Kegel hat die Höhe h—r und 
für den Radius ſeiner Grundebene hat man die Gleichung 

h: Xx = X: r — h 
aus welcher folgt x = h(2r—h) 
Der Inhalt des Kugelausſchnittes iſt daher 
zh? (3r — h) - +rh(2r—h)(h—r) 
oder sch? (3r — h) EAN (2r—h)(r—h) 
Dieſer Ausdruck ſtimmt überein mit dem, welcher ſich oben 
ergeben hatte. Es iſt daher in jedem Fall der Inhalt des 
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Kugelausſchnittes gleich dem letzten Ausdruck. Er läßt ſich 
reduciren, und es entſteht 
zich [hr--h(2r—h)—+ r(2r—h) — h(2r—h)] 
Ach · Ar? 


oder 
Daher iſt der Inhalt des Kugelausſchnittes 
I. Ir“ h. 


2) Den Inhalt des Kugelausſchnittes zu berechnen, wenn 
gegeben find der Radius r der Kugel, und der Radius a der 
Kreisebene, welche den zum Kugelausſchnitt gehörigen Kugel— 
abſchnitt begränzt. 

Auflöſung. Für die Höhe x des Kugelausſchnittes 
hat man die Gleichung 

X: aA = 
Aus ihr folgt x? — 2rx = — a? 
X /r 
Dieſen Werth für die Höhe des Kugelausſchnittes ſetze man 
ſtatt h in dem Ausdruck J. Dadurch erhält man für den 
Inhalt des Kugelausſchnittes 
II. zur? [r#&y(r-+a)(r—a)]. 

3) Den Inhalt eines Kugelausſchnittes zu berechnen, wenn 
die Höhe h deſſelben und der Radius a der Kreisebene, welche 
den zu ihm gehörigen Kugelabſchnitt begränzt, gegeben ſind. 

Auflöſung. Für den Radius y der Kugel hat man 
die Gleichung a g 

h: a a: 2y— h. 
Aus ihr folgt 
Za The 
Ah 8 
und ſetzt man dieſen Werth in J. ſtatt er, fo ergiebt ſich für 
den Inhalt des Kugelausſchnittes 
(a? Th)? 
5 III. 3 >h — 


8. 178. 


Ein Körper, welcher von lauter Ebenen begränzt iſt, liegt 
um eine Kugel, wenn ſeine ſämmtlichen Begränzungsebenen 
Berührungsebenen der Kugel ſind. Der Inhalt eines ſolchen 
Körpers iſt der dritte Theil des Products aus feiner Ober— 
fläche in den Radius der Kugel. 

Ein Körper, welcher von lauter Ebenen begränzt iſt, liegt 
in einer Kugel, wenn ſeine ſämmtlichen Ecken in der Kugel— 


fläche ſich befinden. 


www.rcin.org.pl 


76 Drittes Kapitel. - $. 179. 


§. 179. Lehrſatz. 

Der Inhalt einer Kugel iſt der dritte Theil des Products 
aus der Oberfläche in den Radius. 

Beweis. Der Inhalt der 8 ſei k, der Inhalt ihrer 
Oberfläche k, der Radius r. Der Beweis läßt ſich indirect 
führen. Man nehme zuvörderſt an, es ſei 

k> 5 
Dann iſt eine Zahl f en u als f, und fo, daß 
x 


— 
— — 


Man denke um die Kugel einen Körper, deſſen Oberfläche f 
iſt. Der Inhalt dieſes Körpers iſt gleich . Daher kann 
der Inhalt der Kugel, welcher kleiner iſt, als der des um 
ſie liegenden Körpers nicht . überhaupt nicht größer ſein 


fr 
als 5 
Man nehme ferner an, es ſei 
r 
Kg: 


fi A ' ' 
Alsdann könnte 3 der Inhalt K einer größeren Kugel ſein. 
Dieſe Kugel werde mit der erſten concentriſch angenommen, 
und um die erſte Kugel denke man einen ebenen Körper, deſſen 
Begränzungsflächen die Oberfläche der zweiten Kugel nicht 
ſchneiden. Die Oberfläche dieſes Körpers ſei v, fein Inhalt 
g. Man hat alsdann 
BL. 
1773 
8 7 
Die erſte Gleichung werde durch die zweite dividirt. Das liefert 
2 
a: 
Dies ift unmöglich, denn der erfte Bruch ift echt, der andere 
unecht. Daher kann auch m 
r 


Kk 


fein. Es iſt alſo k = 5 und das iſt der Satz. 
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$. 180. Lehrſatz. 


Der Inhalt eines Kugelausſchnittes iſt der dritte Theil 
des Produkts aus der ihn begränzenden Calotte in den Radius. 
Wird bewieſen wie der vorangegangene Satz. 


§. 181. Lehrſatz. 


Die Oberfläche einer Kugel, deren Radius r ift, iſt 
gleich Arr?. 
Beweis. Bezeichnet x die Oberfläche der Kugel, ſo iſt 


der Inhalt der Kugel gleich . Der Inhalt der Kugel iſt 
zugleich zur ⸗. Daher die Gleichung 


7 
und aus ihr folgt N Ehe 


Die krumme Oberfläche der Halbkugel zum Radius r ift 
daher 2rr*, und die ganze Oberfläche dieſer Halbkugel Irr?. 


§. 182. Aufgaben. 


1) Den Inhalt einer Calotte zu beſtimmen, wenn der 
Radius er der Kugel und die Höhe h der Calotte gegeben find. 
Auflöſung. Es bezeichne x den Inhalt der Calotte. 
Der Inhalt des Kugelausſchnittes, welcher zu dieſer Calotte ge— 


hört, iſt J; er drückt ſich auch aus durch Fur⸗h. Daher if 


= = <rr?h, 
Und indem man x aus diefer Gleichung entwickelt, ergiebt fich 
für den Inhalt der Calotte 
I. 2rrh. 

2) Den Inhalt einer Calotte zu beſtimmen, wenn der 
Radius er der Kugel und der Radius a der Kreisebene gege— 
ben ſind, welche die Calotte abſchneidet. 

Auflöſung. Es bezeichne y die Höhe der Calotte. 
Dann verhält fich. 97 
* y:a a: r — y. 

Hieraus folgt * — ry = = 

d f 0 N = r a: 
und ſetzt man in I ftatt h dieſen Werth, fo entfteht für den 
Inhalt der Calotte g 


II. 2rrfr&y(r+a)(r—a)]. 
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Die Kreisebene zum Radius a theilt die Kugelfläche in 
zwei Calotten, das obere Vorzeichen entſpricht der größeren, 
das untere der kleineren. 

3) Den Inhalt einer Calotte zu beſtimmen, wenn die 
Höhe h der Calotte und der Radius a der die Calotte ab— 
ſchneidenden Kreisebene gegeben ſind. 

Auflöſung. Der Radius der Kugel ſei 2. Es ver— 
hält ſich 


Daraus iſt 


h: a 2 à: 22 — h. 


22 


Dieſen Werth ſetze man ftatt r in J. Dadurch geht für den 
Inhalt der Calotte hervor 
Il. (ar Che). 

Man ſtelle ſich eine gerade Linie vor von dem Punkt, 
in welchem die Höhe h die Calotte trifft, bis zu irgend einem 
Punkt der Peripherie des Kreiſes, welcher die Calotte abſchnei— 
det. Dieſe Linie bezeichne 1. Es iſt 1? = a' h;. Daher 
drückt ſich nach III. der Inhalt der Calotte auch aus durch 


§. 183. Aufgabe. 
Den Inhalt einer Zone zu beſtimmen, wenn der Radius 
r der Kugel und die Hebe h der Zone gegeben ſind. 
Auflöſung. Man denke die Kugelfläche vollſtändig. 
Man ſtelle ſich die Linie vor, welche die Mittelpunkte der bei— 
den Kreisebenen verbindet, die die Zone abſchneiden. In die— 
ſer Verbindungslinie erhält man die Höhe h. Man verlängere 
dieſe Verbindungslinie über den einen ihrer Endpunkte hinaus 
bis zum Durchſchnitt mit der Kugelfläche. Die Verlängerung 
ſei x. Die Zone erſcheint als Differenz der beiden Calotten, 
von welchen die eine die Höhe hx, die andere die Höhe x 
hat. Die Differenz dieſer Calotten iſt a 
2rr(h—+ x) — Orr. 


Daher iſt der Inhalt der Zone gleich 
2 7rh. 


§. 184. Lehrſatz. 
1) Jede dreiſeitige Pyramide liegt in einer Kugel. 
Beweis. Eine dreiſeitige Pyramide ſei ABCD. Auf 
der Ebene des Dreiecks ABC denke man im Mittelpunkt M 
deſſelben eine Normale errichtet. Jeder Punkt dieſer Normale 
iſt von den Punkten A, B, C gleich weit entfernt. Auf der 
Ebene des Dreiecks ABD denke man im Mittelpunkt L des 
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Dreiecks gleichfalls eine Normale errichtet, und es iſt jeder 
Punkt derſelben gleich weit von den Punkten A, B, D entfernt. 
Schneiden ſich daher die Normalen, fo iſt ihr Durchſchnitts- 
punkt gleich weit entfernt von den vier Ecken der Pyramide, 
alſo Mittelpunkt einer Kugel, welche um die Pyramide liegt. 
Man denke von den Punkten M und C Normalen gefällt auf 
die Kante AB. Sie treffen dieſe Kante in demſelben Punkt 
nämlich in ihrer Mitte. Und jetzt erhellet leicht, daß die 
zuerſt gedachten Normalen in einer Ebene ſich befinden und 
ſich ſchneiden. 

2) Jede dreiſeitige Pyramide liegt um eine Kugel. 

Beweis. Eine dreiſeitige Pyramide ſei ABCD. Den 
körperlichen Winkel der Pyramide an der Kante AB denke man 
durch eine Ebene halbirt. Jeder Punkt dieſer Ebene ſteht von 
den beiden Ebenen ABC und ABD gleich weit entfernt. Man 
halbire weiter den inneren Winkel an der Kante BC, und 
jeder Punkt der neuen Halbirungsebene ſteht von den Ebenen 
ABC und Bb gleich weit entfernt. Die beiden Halbirungs- 
ebenen haben den Punkt B gemein, ſchneiden ſich alſo in einer 
Linie BX, welche innerhalb der Pyramide ſich befindet, und 
jeder Punkt dieſer Linie ſteht gleich weit entfernt von den drei 
Ebenen ABC, ABD und BCD. Man halbire endlich den in— 
neren Winkel an der Kante A0. Jeder Punkt der dritten 
Halbirungsebene ſteht von den Ebenen ABC und 400 gleich 
weit entfernt. Der Durchſchnittspunkt X der dritten Halbi— 
rungsebene und der Linie BX tft demnach gleich weit entfernt 
von allen vier Begränzungsflächen der Pyramide, alſo Mittel- 
punkt einer Kugel in der Pyramide. 

Es giebt noch vier Kugeln, von welchen je eine die eine 
Begränzungsfläche der Pyramide von außen und die Verbrei— 
tungen der drei übrigen berührt; und dies wird erkannt, wenn 
man die äußeren Winkel der Pyramide halbirt. 


8. 185. 

Von dem Begriff der Aehnlichkeit zweier geradlinigten 
ebenen Figuren, kann man zu dem Begriff der Aehnlichkeit 
zweier Körper fortſchreiten. — Zwei ähnliche geradlinigte ebene 
Figuren ſind von gleicher Geſtalt. Dies gilt auch umgekehrt. 
Man darf daher auch ſagen, Körper ſind ähnlich, wenn ſie 
gleiche Geſtalt haben. 

Unter den Abmeſſungen oder Dimenſionen einer 
Fläche, eines Körpers verſteht man diejenigen Linien, durch 
welche ſich der Inhalt beſtimmt. 
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Bei ähnlichen Körpern verhalten ſich die Dimenſionen 
des einen, wie die Dimenſionen des anderen. 

Aehnliche Körper verhalten ſich wie die dritten Potenzen 
von einerlei Dimenſionen. Dies läßt ſich bei jeder Art von 
Körpern beſonders erweiſen, und der Beweis iſt leicht. 

Kugeln ſind zum Beiſpiel ähnlich. Hat eine Kugel den 
Radius r, eine zweite den Radius t, fo verhalten ſich dieſe 
Kugeln wie erz! : zt“ d. h. wie r?:t?. — Oder man ſtelle 
ſich zwei ähnliche Kegel vor. Der Radius der Grundebene 
des einen ſei r, feine Höhe ſei h; der Radius der Grund- 
ebene des anderen ſei r,, die Höhe h.. Es muß ſich alsdann 
verhalten 


reh rı:hı 
Die Kegel verhalten ſich wie +rr?h:4rrı?hı 
oder wie reh: Ti hi. 

Aus der obern Proportion folgt 

hir 

h=— 
Tj 
ya, N 

und 1 S fu f 


; 
In dem Quotienten, welcher das Verhältniß der Kegel aus— 
drückt, ſetze man einmal ſtatt h, das andere Mal ftatt r den 
gefundenen Werth; dadurch ergiebt ſich das Verhältniß der 
Kegel einmal gleich 

ge ir? 
und dann gleich hô : his. 
Das eine folgt übrigens ſchon aus dem anderen, weil r:r, 


§. 186. 


Die Formeln für die Beſtimmung des Inhalts von Kör- 
pern und ihrer Oberfläche, welche man ihrer häufigeren An— 
wendung wegen, dem Gedächtniß einzuprägen hat, ſind folgende. 

1) Der Inhalt eines Prismas iſt das Produkt aus der 
Grundebene und der Höhe. 5 

2) Der Inhalt einer Pyramide iſt der dritte Theil des 
Productes aus Grundebene und Höhe. 

3) Der Inhalt einer abgekürzten Pyramide iſt 


h Bi 
3 (a+-yab-+-b) 

unter a und b die Inhalte der Grundebenen, und unter h bie 

Höhe verftanden. 


| 
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4) Der Inhalt eines ſchief abgeſchnittenen dreiſeitigen 
Prismas iſt 
(a bf 
3 


unter a, b, e die Seitenkanten und unter k den Inhalt der 
auf den Seitenkanten normal ſtehenden Durchſchnittsebene 
verſtanden. 
5) Der Inhalt des Cylinders iſt 
reh 
wenn er der Radius der Grundebene und h die Höhe iſt. 
6) Der Mantel des normalen Cylinders iſt 
2urh . 
wenn er der Radius der Grundebene iſt, und h die Höhe. 
7) Der Inhalt eines Kegels iſt 
rh 
unter r den Radius der Grundebene verſtanden, und unter h. 
die Höhe. 
8) Der Mantel des en Kegels ift 


Tr 

unterer den Radius der Grundebene und unter b die Seite 
verſtanden. 

9) Der Inhalt des abgefürzten Kegels ift 

"a: Hab-+b®) 

unter a und b die Radien der Grundebenen und unter h die 
Höhe verſtanden. 

10) Der Mantel des abgekürzten normalen Kegels iſt 

(a ＋ b) 
unter a und b die Radien der Grundebenen, unter e die Seite 
des abgekürzten Kegels verſtanden. 
11) Der Inhalt der Kugel, iſt 
INT 

wenn r den Radius der Kugel vorſtellt. 

12) Der Inhalt des Kugelabſchnittes iſt 

+rh? (Zr — h) 

wenn er den Radius der Kugel und h die Höhe des Kugel— 
abſchnittes bezeichnet. 

13) Der Inhalt des Kugelabſchnittes iſt 

zh( 3a? -h) 

wenn a der Radius der Kreisebene iſt, welche den Kugelab— 
ſchnitt begränzt, und h die Höhe des Kugelabſchnitts. 

14) Der Inhalt der körperlichen Zone iſt 

Ich(3a® J 3b. Che) 
Wolff's Geometrie. 2. Th. 6 
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unter a und b die Radien der Kreiſe verſtanden, welche die 
körperliche Zone begränzen, und unter b die Höhe der körper⸗ 
lichen Zone. 

15) Der Inhalt des eee iſt 


wenn er den Radius der Kugel Verse h die Höhe des Kugel- 
ausſchnittes. 
16) Die Oberfläche der Kugel iſt 
Arr? 


unter r den Radius der Kugel verſtanden. 
17) Der Inhalt einer Calotte iſt 
2rrh 
wenn r den Radius der Kugel vorftellt, h die Höhe der Calotte. 
18) Der Inhalt der Zone ift 
2rrh 
unterer den Radius der Kugel, unter h die Höhe der Zone 
verftanden, 


Un A Ain Ar- 
\A/\A/AN/ in gr. 0] 
VV VV 6 vi = O | "| 


Viertes Kapitel. 


Berechnungen. 
§. 187. Aufgaben. 


an einem Parallelepipedum Fig. 13 find drei zufammen- 
ſtoßende Kanten a, b, o gegeben und die Winkel a, 8, J, welche 
dieſe Kanten bilden, man ſoll die Diagonale x des Parallele- 
pipedums berechnen, welche von der Ecke ausgeht, in der jene 
Kanten zuſammenſtoßen. 
Auflöſung. Es iſt N die Mitte von EG und von 
FH. Daher hat man 
x?--c? = 2DN?-H1EG? 
DF DH: = 2DN? -+!FH?® 
Hieraus entfpringt, wenn man fubtrahirt 
x? = DF?--DH® +1(EG? — FH?) — 


Nun iſt a 
DF? = b?-+c? 2be Cosa 
DH? Sa? EC -+2acCos? 
EG? = a? b? ＋ 2 ab Cos 
FH? = a? -+b? — 2 abCos 


Dieſe Werthe ſubſtituire man oben und es entſteht 
x a' be ge? + 2abCosy + 2acCosß-+ 2beCosa 
damit ift die Aufgabe gelöſt. 
Die Diagonalen des Parallelepipedums, welche durch die 
Ecken F, G, H gehen, ſeien beziehlich x, xu, Xın, und es iſt 
X eat h8 ge? — 2abCosy — 2acCosß + 2beCosa 
n a Eb? EC + 2 ab Cos — 2acCosß — 2be Cosa 
xm = a be 1.0? — 2abCosy - ＋ 2acCosß — 2bcCosa. 
daher folgt 
‚ Me + X? +xm? = Ada +b’+c?) 
d. h. die Summe der Quadrate der 12 Kanten eines Paral- 
lelepipedums iſt gleich der Summe der Quadrate der vier Dia— 
gonalen. 
6 * 
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$. 188. Aufgabe. 


Drei zuſammenſtoßende Kanten eines Parallepipedums 
ſeien a, b, o, die Winkel, welche dieſe Kanten bilden, a, 8, J; 
man ſoll den Inhalt des Parallelepipedums berechnen. 

Auflöſung. Die Winkel a, 8, y mögen beziehlich den 
Kanten a, b, o gegenüberſtehen, und es bezeichne D den Punkt, 
in welchem die gegebenen drei Kanten zuſammenſtoßen. Auf 
der Kante e nehme man DE gleich 1, und fälle von E aus 
eine Normale EE auf die gegenüberſtehende Ebene der Kan— 
ten a und b. Die Ebene werde in F getroffen. Von F aus 
fälle man eine Normale FG auf a und eine FH auf b, und 
dieſe Kanten mögen beziehlich in & und H getroffen werden. 
Der Winkel EDF, welchen die Kante » mit der gegenüberſte— 
henden Ebene, GDH bildet, ſei durch x bezeichnet, den Winkel 
FDG bezeichne y, der Winkel FDH ift dann * - y.) Man 
hat nun DFCosy = DG, oder 

1) CosxCosy = Cosß 
und DFCos(—y) = DH, oder 

2) CosxCos(Y—y) = Cosa 
Die Divifton dieſer Gleichungen liefert 

Cosa Cosy = CosßCosyCosy + CosßSinySiny 

oder 
(Cosa — CosßCosy)?Cosy? = Cosß?Siny?(1— Cosy?) 
oder, indem man aus 1) den Werth für Cosy fubftituirt 
(Cosa — CosßCosy)? = Siny?(Cosx? — Cosß?) 
= Siny?(Sinß? — Sinx?) 
Siny?Sinx? = Sing? Sin)? — (Cosa Cos Cos)? 
= [Cosa Cos(g y)]TCos(ß — - Cosa] 
— 4 Sin Ein e Sin e Sin . 
Man betrachte das Parallelogramm aus den Kanten a und b 
als Grundebene des Parallelepipedums, fo iſt abSiny der 
Inhalt der Grundebene und eSinx die Höhe des Parallelepi— 
pedums, und fein Inhalt druckt ſich aus durch abe Sin Sinx, 
oder durch 


abe Sin — Sin ren S1 — S1 


§. 189. Aufgabe. 


Drei zuſammenſtoßende Kanten einer dreiſeitigen Pyra— 
mide ſeien a, b, o, die Winkel, welche dieſe Kanten bilden a, 
6, J, man ſoll den Inhalt der Pyramide beſtimmen. 

Auflöſung. Die Pyramide iſt der dritte Theil des 
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dreifeitigen Prismas, welches mit ihm gleiche Grundfläche und 
gleiche Höhe hat, mithin der ſechſte Theil des Parallelepipe— 
dums, welches mit ihm gleiche Höhe hat, deſſen Grundebene 
aber das doppelte iſt von der der Pyramide. Nach dem vori— 
ah Arch hat man daher den Inhalt der Pyramide 
glei 


gabe Sin ES Sm TSH 


§. 190. Aufgabe. 


Die beiden Grundebenen a und b und die Höhe h einer 
abgekürzten Pyramide ſind gegeben; man ſoll durch eine Ebene, 
welche mit den Grundebenen parallel iſt, die abgekürzte Pyra— 
mide in zwei Theile theilen, und der an der größeren Grund— 


ebene a liegende Theile ſoll i der abgekürzten Pyramide be— 


tragen. In welcher Entfernung von der größeren Grund— 
ebene iſt die abgekürzte Pyramide durch die Theilungsebene zu 
durchſchneiden, und welchen Inhalt hat die Dutchſchnitts— 
ebene? 


Auflöſung. Die Entfernung der Theilungsebene von 
der größeren Grundebene ſei x, der Inhalt der Durchfchnitts- 
ebene y, die Höhe der Ergänzungspyramide ſei 2. Man hat 
die Gleichungen: 


1) CV LY @+ Yab+bih 


2) a Z- 
3) a:b=(h-+-2)?:z? 
Aus 3) folgt ya:yb=h-z:z 
7a - /b: Va = h: hEZ 
a 
4 EE NN 5 
Aus 2) folgt Ya:yy=h+z:h+z2—x 


ya—yy:ya=x:h-+2z 
_Va—Vy 
4 Ya (h-+ z) 
oder, wenn man den Werth für h-+z aus 4) ſetzt, 
3 
5) Ya—yb h 
Dieſen Werth ſubſtituire man in 1) ftatt x. Es entſteht, 
wenn man h hebt, und die Gleichung mit /a — Vb multiplicirt 
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(N CY = 9 ＋ U +b)(ya— Vb 
oder aa — yy 9 aby 


yy=yy’= a- byb) 
= Ylara — 947 — 550 } 
Nach 5) ift 


h 
* ** ya Var 770 
und dies liefert, wenn man für y den Werth ſetzt 


ble Va — 5 Ga-) 


$. 191. Aufgaben. 


1) Es fol ein Cylinder an efertigt werden, deſſen In⸗ 
halt a und deſſen Oberfläche b it, wie groß iſt der Radius 
der Grundebene, und wie groß iſt die Höhe zu nehmen? 


Auflöſung. Der Radius der Grundebene m x, die 
Höhe y. Alsdann ift 
1) 1X? 


= 4 
2) 2X ＋ 2RXxy = b 
a 


Aus 1) folgt ** y * 


Dieſen Werth ſetze man in 2); das liefert 
* 2 ＋ b 
und hieraus folgt 
b a 

x client ='0, 
Eine Gleichung, beter Auflöfung zu verſchieben iſt auf Fälle, 
in welchen a und b in beſtimmten Zahlen gegeben ſind. 

2) Ein normaler Cylinder ſoll den Inhalt a erhalten, 

der Mantel und die eine Grundebene ſollen e ausmachen; 


wie groß iſt der Radius der Grundebene und die Höhe des 
Cylinders? 


e Der . „fei x, die Höhe y. Dann ift 
Ray ma 
2 X any =c 
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Aus 1) folgt my = — 
Dies in 2) geſetzt liefert 
xũ — e . 


3) Ein normaler Cylinder Fol den Inhalt a befommen, 
der Mantel ſoll d werden, wie groß ſind der Radius der 
Grundebene und die Höhe zu nehmen. 


Auflöſung. Der Radius der Grundebene ſei x, die 
Höhe y. Dann ift 
1) x’y=a 


2) 2d 
Man dividire die erſte Gleichung durch die zweite; das liefert 
2a 


und wenn man dieſen Werth in 2) fubftituirt, entſteht 
5 i 


Fra- 


§. 192. Aufgaben. 


1) Der Inhalt eines normalen Cylinders ſoll a werden, 
wie ſind die Abmeſſungen zu nehmen, damit ſeine Oberfläche 
am kleinſten ausfalle? 


Auflöſung. Der Radius der Grundebene ſei x, die 
Höhe y. Dann iſt 
1) 8 


Die . drückt ſich aus durch 
2X +4 2rxy. 
Aus 1) 110 RR = — 
Dies in 2 geſetzt, liefert für die Oberfläche 
Onx’ +2, oder a(rx+2) 
welches durch 2f* bezeichnet werden mag. 


Es iſt * 215 
a 
Aus an = 0 
4 Bi 
a 
folgt X ve 


88 | Viertes Kapitel. F. 192. 
und ſetzt man dieſen Werth in = fo entſteht 

4 = 
Es ift demnach y = 2x, d. h. die Höhe des Cylinders muß 
gleich dem Durchmeſſer der Granßiegen genommen werden, 
wenn die Oberfläche am kleinſten ausfallen ſoll. 

2) Ein normaler Cylinder ſoll den Inhalt a erhalten, 
wie viel Oberflache muß wenigſtens gegeben werden, damit der 
Cylinder herzuſtellen ſei. 

Auflöſung. Die Oberfläche, welche mindeſtens gegeben 
werden muß, wird erhalten in der Oberfläche des Cylin⸗ 


ders, welcher den Inhalt a und dabei die kleinſte Oberfläche 
hat. Nach der vorangegangenen Nummer ift der Radius der 


Grundebene dieſes Cylinders 5 „die Höhe a, „daher 
ſeine Oberfläche: 


a 
ap : 28 2 rer u 


ir 
Soll alſo ein normaler Cylinder den Inhalt a befom- 
— 1 BEER ER 
men, fo bedarf es zu feiner Oberfläche wenigſtens 3y2ra?. 
Der Mantel des normalen Cylinders vom Inhalt a und 
der kleinſten Oberfläche drückt ſich aus durch 


3 BIER 3 * Sr 
a 
255 VE r 4 455 


Die beiden Grundebenen zuſammengenommen ſind gleich 


Ar? 
Daher ift beim normalen Cylinder von der kleinſten Oberfläche 
der Mantel das Doppelte von den beiden Grundebenen. 

3) Die Oberfläche eines normalen Cylinders iſt gleich b 
gegeben, welches iſt der größte Inhalt, den der Cylinder er- 
halten kann? 


Auflöſung. Man berechne zuvörderſt die Abmeſſun⸗ 
gen des 1 Cylinders, deſſen Oberfläche b iſt, und der 
bei dieſer Oberfläche den größten Inhalt darbietet; und be— 
rechne hierauf den Inhalt dieſes Cylinders. Der Radius der 
Grundebene ſei x, die Höhe y; dann iſt 

1 2rx?+2rıy = b 
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und der Inhalt drückt ſich aus durch 
2 X 7 
b 
Aus 1) folgt ũY gm 


Man ſetze dieſen Werth in 2); das liefert für den Inhalt die 
Function 


bx - NX 
welche fx bezeichnen mag. 
Es iſt gf. = b — Irnx? 
Aus ıb-3R’?=0o 
b 
ergiebt fich e 5 


Der Werth für x werde in 1) ſubſtituirt. Es entſteht 
b b 


Der Inhalt des Cylinders iſt nun 


b Su 
70 2g oder z 55 


Der größte Inhalt alſo, welchen ein normaler Cylinder be- 
kommen kann, deſſen Oberfläche b ſein ſoll, iſt 1 7 


Der normale Cylinder, welcher bei ſeinem Inhalt die 
kleinſte Oberfläche hat, bietet bei ſeiner Oberfläche zugleich den 
größten Inhalt dar. Man konnte daher die vorige Nummer 
benutzen und die Aufgabe ſehr einfach löſen, indem man 

30 Za b 
ſetzte und aus der Gleichung a entwickelte. Und es ergiebt 
ſich für den Inhalt a 


Rai 
Ye 

b. / b 

| oder VE 

welches mit dem ſchon gefundenen Reſultat übereinſtimmt. 


4) Der Inhalt eines normalen Cylinders ſoll a werden. 
Wie ſind die Abmeſſungen des Cylinders zu nehmen, damit 
der Mantel und eine der Grundebenen zuſammengenommen 
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am kleinſten ausfallen. (Der Cylinder ſoll an der einen Seite 

offen bleiben, ihm ſoll die eine Grundebene fehlen.) 
Auflöſung. Der Radius der Grundebene ſei x, die 

Höhe 1 Cylinders y. Dann iſt ; 


N 
Die Summe des Mantels und der einen Grundebene iſt 
2) X 4 Ay 
Aus 1) folgt K u 


Dies werde in 2) ſubſtituirt; dadurch entſteht für die Summe 
des Mantels und der einen Grundebene 


E 
2 — 
nx? ＋ 2 = 
welches fx bezeichnen mag. 
Es iſt f, = 2257 
a 
Aus In — 27= 0 
a 3 
folgt * 2 
Nach 1) iſt =. 
ach 1) iſt ee} 


und wenn man für x den Werth ſetzt, entſteht 


a 
* 


Demnach muß der Radius der Grundebene gleich der Höhe 
des Cylinders ſein. N 

5) Welche Fläche muß für den Mantel und die eine 
Grundebene eines normalen Cylinders wenigſtens gegeben wer⸗ 
den, wenn der Cylinder den Inhalt a erhalten fol? 

Auflöſung. Die Fläche wird gefunden in der Summe 
des Mantels und der einen Grundebene desjenigen Cylinders, 
der den Inhalt a hat, und bei welchem die Summe des 
Mantels und der einen Grundebene am kleinſten iſt. Nach 
der vorigen, Nummer iſt der Radius der Grundebene dieſes 


Cylinders . die Höhe ebenfalls 5 daher die Summe 
des Mantels und der einen Grundebene 


3 2 3 4 3 4 
a 
Lee 
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2 


welches gleich iſt IT * 


oder 3yra® 
Für einen normalen Cylinder, dem die eine Grundebene 
fehlt und der den Inhalt a erhalten ſoll, bedarf es alſo an 
Oberfläche wenigſtens 3/ ga“. LEG 
6) Für einen normalen Cylinder, dem die eine Grund⸗ 
ebene fehlen fol, ift die Oberfläche b gegeben, man ſoll beftim- 
men, welchen Inhalt der Cylinder höchſtens bekommen kann. 
Auflöſung. Hat der Cylinder bei der Oberfläche b 
den größten Inhalt, ſo hat er zugleich bei dieſem Inhalt die 
kleinſte Oberfläche. Man ſetbe daher nach der vorigen Nummer 
3/ ra? = b 
und entwickele den Inhalt a. Es entſteht für den Inhalt 
b. / b 


sr Ir 
d. h. der größte Inhalt, welcher dieſem Cylinder gegeben wer⸗ 
Ne 
den kann, iſt Ve 


$. 193. Aufgabe. 

Von einem normalen Eylinder iſt der Radius r der Grund— 
ebene und die Höhe h gegeben. Durch eine Ebene, welche mit 
der Achſe des Cylinders parallel geht, iſt der Cylinder in zwei 
Theile getheilt. Die Entfernung dieſer Ebene von der Achſe 
iſt a. Man ſoll die Inhalte der beiden Theile berechnen, und 
die Oberfläche eines jeden. 

Auflöſung. Jeder von den Theilen iſt ein cylindriſcher 
Körper. Der Inhalt eines ſolchen iſt das Product aus Grund- 
ebene und Höhe. Die Grundebenen der zu berechnenden Kör— 
per find Kreisabſchnitte. Ihr Radius ift r und die Entfer— 
nung der Sehne vom Mittelpunkt iſt a. Die Höhe eines 
jeden der Körper iſt b. Die Kreisabſchnitte müſſen zunächſt 
berechnet werden. Der zum kleineren Abſchnitt gehörende Mit— 
telpunktswinkel ſei a. Dieſer Winkel beſtimmt ſich durch die 
Gleichung i 


wg 
Cos<=-, 
2 


Der kleinere Kreisabſchnitt iſt alsdann 


r? [73 1 
Pier — Sina) 
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2 r* „ 360— «a a 
der größere 2 (180 Sia). 
Daher iſt der Inhalt des einen Körpers gleich 


1 (180— Sina)h 


2 5180 
r: / 360 - _, 
der des andern 2 (180 Sina) 


Die Oberfläche eines jeden der Körper befteht aus zweien 
congruenten Kreisabſchnitten, aus einem Rechteck, deſſen eine 
Seite die Sehne dieſer Kreisabſchnitte, deſſen andere die Höhe 
h iſt, und aus einem Theil des Cylindermantels. — Die Kreis— 
abſchnitte ſind bereits berechnet. Den Juhalt des Rechtecks 
anzugeben bedarf es der Sehne. Für die Sehne y hat man 


die Gleichung 1 
0 = r — a? 


Daraus folgt y = 2yr? — a? 

Das Rechteck iſt daher gleich 2hyr? — a?. Der Theil des 
Cylindermantels ift das Product aus dem begränzenden Kreis— 
bogen und der Höhe h. Der kleinere Kreisbogen iſt 


gr. 
180° 
4 360—a 
der größere * 60 
Die krumme Fläche, welche den kleineren Körper begränzt, iſt 


daher 
[04 
* 180 rh 
die, welche den größeren begränzt 
360 — a h 
a 
Und die Oberflächen der beiden Körper können jetzt leicht an— 
gegeben werden. 
§. 194. Aufgabe. 

Von einem kreisförmigen Gewölbe Fig. 14 iſt die halbe 
Weite im Lichten a, die Höhe im Lichten h, die Stärke o, und 
die Länge d gegeben, man ſoll den Inhalt der Ueberwölbung 
beſtimmen. 

Auflöſung. Der Körper, deſſen Inhalt zu berechnen 
iſt, gehört zu den cylindriſchen Körpern. Der Inhalt findet 


W \ N W 0 A [ ] = O rg = pl 
I 
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ſich daher in dem Product aus der Grundebene und der Höhe. 
Die Grundebene ift ein Ringſtück; die Höhe iſt d. — Das 
Ringſtück zu berechnen, bedarf es der Halbmeſſer ſeiner Kreiſe 
und des Mittelpunktswinkels. Der kleinere Radius ſei x. 
Für dieſen bietet ſich die Gleichung dar 

h: a 2 à: 2X — 
Aus ihr folgt hx — h? a“ 


2 h? 
daher 1) X Bel | 
Der Mittelpunktswinkel 4 beſtimmt ſich durch die Gleichung 


N a 
Sin 3 
oder, wenn man für x den Werth ſetzt, 
„ 
2) Sin 3 7 pr The 
Der größere Radius iſt x. Der Inhalt des größeren Kreis- 
ausſchnittes drückt ſich aus durch 


IT 2 
na C 
der des kleineren durch ö 


. 
"360" 
Der Inhalt des Ringſtücks iſt demnach 


a 
oder * 360 (c+2x)e 
oder, wenn man für x den Werth aus 1) ſetzt, 


3) „  a°--h*’+ch 
TR ER 
Daher ift endlich der Cubikinhalt der Gewölbſteine 
a Arh Ach 4 
e yo pr 
| $. 195. 

Es ſei BGFE Figur 15 ein Rechteck. In ihm iſt die 
Diagonale BF gezogen. Der Winkel GBF ift durch die Linie 
BK, der Winkel GFB durch die Linie FK in zwei gleiche 
Theile getheilt. Von dem Durchſchnittspunkt K der beiden 
Halbirungslinien iſt die Linie KL normal zur Diagonale con— 


ſtruirt, und verlängert bis zum Durchſchnitt M mit der Ver— 
längerung von FE. a 
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Bei dieſer Conſtruction wird LB gleich LK, und MK 
gleich MF. Es iſt nämlich 
LBKL-+ ZLKBF=R 
LKBL-+ 2 KBG=R 
und da die Winfel KBF und KBG einander gleich find, fo folgt 
L BKL SL KBL. 
Daher iſt LB gleich LK. Ferner iſt 
C FKM C ZLKFB=R 

| LKFM- ZKFG=R 

dabei der Winkel KFB gleich dem Winkel KFG, alfo 
LFKM = KFM 
und deshalb MK gleich MF. g 

Von L aus iſt mit LB als Radius der Bogen BK be⸗ 
ſchrieben, von M aus mit MK als Radius der Bogen KF. 
Die beiden Kreisbogen haben in K eine gemeinſchaftliche Tan— 
gente, gehen alſo ſtetig in einander über. Der Bogen BK 
wird von GB berührt, der Bogen KF von GF. Die krumme 
Linie BKF wiederholt ſich rechts; und die ganze Curve er— 
ſcheint aus drei Kreisbogen BK, KP, Pe, von welchem BK. 
und PO congruent find, zuſammengeſetzt. ; 

Die krumme Linie BKFPQ fei als die Bogenlinie eines 
Gewölbes benutzt. Die Stirnfläche des Gewölbes zu erhalten, 
ſind zu den erwähnten Kreisbogen concentriſche Kreisbogen 
beſchrieben, deren Halbmeſſer dadurch gebildet wurden, daß 
man die Halbmeſſer der erſtern Bogen um die Stärke des 
Gewölbes verlängerte. f 

Die halbe Weite im Lichten ſei gleich a, die Höhe des 
Gewölbes im Lichten h, die Stärke o, und die Länge d gege- 
ben, man ſoll den Inhalt des Gewölbes berechnen. 

Der cylindriſche Körper, deſſen Inhalt zu ermitteln iſt, 
hat zur Grundebene die Stirnfläche, zur Höhe d. Die Stirn— 
fläche beſteht aus drei Ringſtücken. Dieſe zu berechnen bedarf 
es der Halbmeſſer und der Mittelpunktswinkel. 


Es iſt TgEBE - — 
und, da ZFBE-+4+-9=90°, ſo folgt 
Cotgp = 23 

Dann iſt — 2090 —p). 


8 find die Mittelpunktswinkel p und A beſtimmt. 


Zur Beſtimmung der Radien x und y können die Dreiecke 
FBE und LME dienen. Dieſe Dreiecke find ähnlich, denn je⸗ 
des iſt rechtwinklig und die Winkel FBE und LME find gleich, 
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weil jeder den Winkel ꝙ zu einem rechten Winkel ergänzt. 
Daher verhält ſich 

h: BF = LE: LM 

h: a= LE: EM 
Es iſt aber, wie leicht an 


=a—x 
nt 
EM=y—h. 


Dieſe Werthe ſetze an in die Proportionen; dadurch entſteht: 
h: BF Sa -x y X 
h: a=a—x:y—h. 
Hieraus folgt 
hy — hx = BF — BFx 
2) hy—h? = a? — ax. 
Man ſubtrahire die zweite Gleichung von der erſten; dadurch 
entſteht 
h' — hx =aBF - BFx - a? ＋ ax 


oder (a Th BF = a ＋ h aBF 
a' h — aBF. 
und es folgt e 


Für BF hat man die Gleichung ar Eh = BF; und wenn 
man hieraus den Werth von BF entnimmt und ſubſtituirt, 
ergiebt ſich 
ae The — aa Ibs a EChü — (a-) Va +h? 
a Th — Va Th 2a 
Um y zu finden, kehre man zu der zweiten der oberen Gleichun— 
gen zurück. Aus derſelben folgt \ 
8° HN hy 


Diefen Werth von x ſetze man RR oben gefundenen gleich; 
dadurch entſteht 2: 
a? Eh — (a — h) Va? - E-h? a°-+-h?—hy 
Re 7 TE TORE a NT 
und hieraus folgt 
vo a. Tha EC(A— D ER 
ah 


9 Ringſtück zum Mittelpunktswinkel p drückt ſich au 
ur 


* 360 H - 
welches gleich iſt 
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* 360 ( 2e. 
Das Ringſtück zum Mittelpunktswinkel A iſt gleich 
4 "260 (ce + 2y)e 


Die Stirnfläche des Gewölbes enthält zweimal das Ringſtück 
zum Mittelpunktswinkel 2, und das zum Mittelpunktswinkel A. 
Sie iſt daher gleich 


C 
360 270 ＋ 2x) ＋* 0 2). 
Und der Inhalt des Gewölbes endlich drückt ſich aus durch 


ed 55 
3 
| 27 685 rh? - 5 c 100 aan! ER | 


Die Maaße 2 und X müſſen hierbei auf Grade reducirt fein, 
fo lange man vorn 360 beibehält. Indeſſen dürfen p, und A 
auch auf jede andere Einheit reducirt werden, wenn man nur 
360 auf dieſelbe Einheit bringt. 
§. 196. 

Es iſt Fig 16. die halbe Weite im Lichten a, die Höhe 
im Lichten h, die Stärke des Gewölbes », die Länge d gege— 
ben; man ſoll erſtens die Korblinie BLGN conſtruiren, fo, 
daß ſie aus drei Kreisbogen zuſammengeſetzt ſei, deren jeder 
zum Mittelpunktswinkel 60° hat, und zweitens den Inhalt 
der Ueberwölbung berechnen. 
j Man nehme zuvörderſt an, die Conſtruction ſei ausge- 
führt, und die drei Mittelpunkte ſeien M, P, S. In dem 
Punkte L gehen der Bogen BL und der nächft folgende Bogen 
ftetig in einander über. Das Dreieck BLM ift gleichwinklig, 
daher auch gleichſeitig. Das Dreieck LG iſt gleichſchenklig. 
Man ziehe von E aus die Linie EK parallel mit PL, und 
verlängere EK bis zum Durchſchnitt F mit der Verlängerung 
von BL. Das Dreieck BFE ift dem Dreieck BLM ähnlich, 
alfo gleichſeitig; das Dreieck KGE iſt dem Dreieck LGP ähn- 
lich, daher gleichſchenklig. 

Hiernach ergiebt ſich folgende Eonftruction: Man nehme 
BE gleich der halben gegebenen Weite a, EG normal auf BE 
und gleich der gegebenen Höhe h, conſtruire über BE das 
gleichſeitige Dreieck BFE, nehme EK gleich EG, ziehe GK 
verlängere GK bis zum Durchſchnitt L mit BF, ziehe LM 
parallel mit FE und verlängere LM bis zum Durchſchnitt 
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P mit der Verlängerung von GE. Die Punkte M und P find 
alsdann zwei Mittelpunkte; der dritte Mittelpunkt S wird er— 
halten, wenn man BE über E hinaus verlängert, und Es gleich 
EM nimmt. Der Radius des erſten Bogens BL ift MB; den 
zweiten Bogen zu erhalten, ziehe man PS, und beſchreibe mit 
PL als Radius den Bogen LN bis zum Durchſchnitt N mit 
PS; der dritte Bogen, welcher dem erſten congruent iſt, hat 
SN zum Radius. 

Die Radien der concentriſchen äußeren Bogen werden erhal— 
ten, indem man die Radien der inneren Bogen um c verlängert, 

Der Inhalt der Ueberwölbung iſt das Product der Stirn— 
fläche und der Länge d. Die Stirnfläche beſteht aus drei 
Ringſtücken. Der Radius MB ſei x, der Radius PG ſei y. 
Der Inhalt des Ringſtückes zum Mittelpunkt M drückt ſich 


aus durch 


welches gleich iſt Ir(e 20. 
Das Ringſtück zum zweiten e P drückt ſich aus durch 
+r(c-+2y)c, 


Das Ringſtück zum Mittelpunkt S ift gleich dem erften. Der 
Inhalt m Stirnfläche ift demnach 


20e ＋ 2 e 2yl. 
Es ſind noch die Radien zu beſtimmen. 
Das Stück Me iſt gleich y; denn es iſt MP ML 


gleich y, und es iſt MS gleich MP, und x gleich ML, Da⸗ 
her hat man 


1) x+-y=2a 
Das Dreieck MSP iſt gleichfeitig, daher ift 
MP = 2ME = 2a — x) 
und da MP? = ME? +-PE?, ſo hat man die Gleichung 
2) 4a —x)?= (a—x)?--(y—M°. 
Hieraus folgt, wenn man den Werth für y aus 1) m. 
3(a — x)’ =(2a—x—h)? 
und dieſe Gleichung liefert 
(a—x)y3=2a—x—h 
@—x)Yy3=a—x-+ta—h 
a—h 


128 * 
Wolff's Geometrie. 2. Th. 7 
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1 (a- ha ah 


a — 2 
@—hy3ta—h 
Ze 
oder x e 
Für den Inhalt der Stirnfläche hatte ſich oben ergeben 
rcel2(c+ 2) yl. 
Dies iſt einerlei mit 
srel3c+ AX Y) ＋ 2x]. 


Statt X y ſetze man 2a, nach 1), und für x den gefunde— 
nen Werth, dadurch entſteht für die Stirnfläche 
ela Joh (a— h)/ 3]. 
Und der Inhalt der Ueberwölbung iſt dann 
4rzcd[da+3c-+h— (a - h)/ 3]. 
5 $. 197. 

Es ſei Fig. 17. die halbe lichte Weite gleich a gegeben, 
die lichte Höhe h, die Stärke des Gewölbes c und die Länge d: 
man ſoll erſtens den Korbbogen conſtruiren, fo, daß er aus 
drei Kreisbogen zuſammengeſetzt ſei, von welchen der mittlere 
den Mittelpunkts winkel « habe, und ſoll zweitens den Inhalt 
der Ueberwölbung berechnen. 

Man denke die Conſtruction ausgeführt. Die drei Mit— 
telpunkte feinen M, P, 8. In L mögen der Bogen BL und 
der folgende Bogen ſtetig in einander übergehen. Das Dreieck 
BLM iſt gleichſchenklig, eben fo das Dreieck LPG, und der 


Winkel LPG iſt > Man ziehe von E aus die Linie EK 


parallel mit PL und verlängere EK bis zum Durchſchnitt F mit 
der Verlängerung von BL. Das Dreieck BEE wird dem Dreieck 
BLM ähnlich, alſo gleichſchenklig, daher EF gleich EB. Das 
Dreieck EK wird dem Dreieck PLG ähnlich, daher gleich— 
ſchenklig, KE gleich GE, und der Winkel KEG gleich 5. 


Hieraus erhellet folgende Conſtruction: Man mache EB 
gleich der gegebenen halben lichten Weite a, conftruire GE 
normal auf BE und gleich h, ziehe von E aus die Linie EF 


unter dem Winkel 5 gegen EG geneigt, nehme EF gleich EB, 
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siehe BF, nehme EK gleich EG, ziehe GK, verlängere GK bis 
zum Durchfchnitt L mit BF, ziehe LM parallel mit FE, und 
verlängere LM bis zum Durchschnitt P mit der Verlängerung 
von GE. M und P find zwei Mittelpunkte. Das Weitere 
der Conſtruction iſt leicht zu erkennen. 


Die Radien x und y zu beſtimmen, dienen die Gleichungen: 


PMSin 5=ME 
PMCos 5= PE 
oder weil PM=y—x if, ME=a—x, und PE = Y h 
1 0 -in g * 
2 vnboss=y—h 
Aus dieſen Gleichungen folgt 
3) ySin5+ (1 — Sin5)x=a 
4) (csg) cos Sh 


Man erzeuge bei y gleiche Coefficienten und ſubtrahire als— 
dann die Gleichung 4) von der Gleichung 3); das liefert 


RR alı — Cos 5) — hSin 5 


a. 700 
1 — Cos 3 — Sins 


oder, wenn man die Formeln 1—Cosp = 28in ze? und 
Sing — 2Sin+pCoszp anwendet 
sin f —hCosz 
5 er a 0 
Sin 2 Cos — 7 
Der Winkel BL ift 90° — 5. Daher ift das Ring⸗ 
ſtück zum Mittelpunkt M gleich 
7 * 
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90° — 
le 77 Cu 26 4 200 8 
Das Ringſtück zum ae P ift 
= 3005 (c+2y0o 


Das dritte Ringſtück iſt dem erften gleich. Die e 
drückt ſich hiernach aus durch 


TC 


ee 2 (90° — 2) 2 Ca 
oder . 
3605 5505 180ü (e- 200 -H o 
und der Inhalt der Ueberwölbung durch 
6) red [io Oel 
Aus 1) ergiebt ſich 


Man ſetze rechts den 1 für x 2 5), und es entſteht 
h — a 


N 
| 2Sin 7 Sin; — C084 

In 6) ſubſtituire man dieſen Werth für y — x, und für das 
letzte Glied x den Werth aus 5), und es ergiebt ſich der In— 
halt der Ueberwölbung gleich 


ar — li re — (a ze) Sin = 4 h =) Cos A 
Sin“ 


Cos-- 25 Sin ri 


§. 198. Aufgaben. 


1) Ein normaler Kegel ſoll den Inhalt a und die Ober— 
fläche b erhalten, wie groß iſt der Radius der Grundebene 
und wie groß iſt die Höhe des Kegels zu nehmen? 

Auflöſung. Der Radius der Grundebene ſei x, die 


Höhe y. Dann iſt die Seite des Kegels gleich Yx’ 2 y? 
und man hat die Gleichungen 
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1) ı  nxty = 3a 


2) Xx ＋E NX E V = b 
Aus der zweiten Gleichung ſchaffe man die Wurzel fort; da— 
durch entſteht 
X- EN X y' = b? — 2nbx? EN X“ 


oder 3) Xx .* = b? — 2rnbx?. 
Nach der Gleichung 1) ift 
| 2 . 
hf 
Dieſen Werth fubftituire man in 3); das liefert 
Gab 
Zray = b? — — 
ray 7 
be 2b 
oder Fe n N 


Hieraus folgt — 
be 10 b? ) 2b 
y= — #/l27 —— 
bra G c 
Nach 1) iſt 
3a 3a 


x? u — 


eher) 

G 6ra T 

34075 Ve) 2b 
Ona Na = 


2b 


3a b? N 
Daher n x = blende) — . 
2) Ein normaler Kegel ſoll den Inhalt a erhalten, ſein 


Mantel ſoll e werden, wie groß iſt der Radius der Grund— 
ebene, wie groß die Höhe zu nehmen? 


Auflöſung. Der Radius der Grundebene ſei X, die 
Höhe y. 5 iſt 


l 


nx’y = 3a 
2) nxyX’ ty? = c 

Aus 2) folgt 0 
3) next EN X? = 
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— 35 


Nach 1) iſt 8 3 

Dieſen Werth ſubſtituire man in 3); das liefert 
ga? 
ee Aa ce? 


oder 
3a 
a 
* aN * 0 
9 2 
Nach 1) iſt ferner * — 
Dies in 3) ſubſtituirt, liefert > 
* X* + 2 2 
2 
oder x x 85 0 
oder, wenn man 3 
0 ga? 
ee 


Die Auflöfung der Gleichungen ift bis auf Fälle zu verfchie- 
ben, in welchen a und b in numeriſchen Zahlen gegeben find. 
3) Ein normaler Kegel ſoll den Inhalt a bekommen, die 
Grundebene ſoll d ſein, welches ſind die Abmeſſungen? 
Auflöſung. Der Radius der Grundebene ſei x, die 
Höhe y. Dann iſt N 


RX / = 3a 
NA = 
d 
daher f 1 * 7 
3a 
Im Te 


$. 199. Aufgaben. 

1) Ein normaler Kegel ſoll den Inhalt a bekommen, wie 
ſind der Radius ſeiner Grundebene und ſeine Höhe zu neh— 
men, damit die Oberfläche des Kegels am kleinſten ausfalle? 

Auflöſung. Der Radius der Grundebene ſei x, die 
Höhe y. Hat ein normaler Kegel bei dem Inhalt a die 
Oberfläche b, ſo iſt nach 1) im vorigen Paragraph die Höhe 
deſſelben gleich - 
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e 

Ga Ga T 

Der Kegel ift nur fo lange möglich, als dieſer Ausdruck reel 
bleibt. Man erkennt leicht, daß die Oberfläche des Kegels 
niemals zu groß, wohl aber zu klein gegeben werden kann. 
Die kleinſte Oberfläche q für den normalen Kegel zum In— 
halt a iſt daher diejenige, welche der Gleichung entſpricht: 


(0 29 
ora) 
Aus der Gleichung folgt 
q = 2y9ra’: 
Die Höhe unſeres Kegels drückt ſich nach dem Bisherigen 
2 
aus durch 67, wenn unter b die kleinſte Oberfläche des Ke- 
gels verftanden wird. Dieſe ift 2yIna®. Daher hat man 
3————ůů—ê—v—vĩ 
4 g2 234 
1 


Ga 
55. 75 
i a 
oder * 27 ur 
Zur Beſtimmung des Radius x dient die Gleichung 
r EEK) Mi 
Daraus iſt 
7 3a 
Kr ee 
N 
oder, wenn man ſtatt y den Werth ſetzt, 
1 Mac 
* . Ja 


1 — 
. 3a\? 
oder * 7 . 


Daher iſt 
ee 
2 79/5 
X = y2 7 „ 
Es verhält ſich hiernach 
* 12. 


Die Seite 2 des Kegels iſt /* ye. Setzt man x 
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gleich 1, ſo iſt 2 = V1-+8 

oder 2 3 5 
Bei dem normalen Kegel von der kleinſten Oberfläche iſt alſo 
die Seite das Dreifache des Radius der Grundebene. 

2) Ein normaler Kegel ſoll den Inhalt a bekommen, wie 
viel Oberfläche muß wenigſtens für ihn gegeben werden, da— 
mit der Kegel herzuſtellen ſei? 5 

Auflöſung. In J) iſt bereits gefunden worden, daß 
die kleinſte Oberfläche des normalen Kegels vom Inhalt a 
gleich iſt ö 
2U 0 as. 

Bei dem normalen Kegel vom Inhalt a und der kleinſten 
Oberfläche drückt ſich die Grundebene aus durch 


3ů— 
N 3 
T 5 — 1 = ra? 
72 N ) 2 
3 — 3 —— h 5 
der Mantel durch 2yIra’ — 4y9ra?, welches gleich iſt 
2/9raꝰ. a 


Alſo iſt bei dem normalen Kegel von der kleinſten Oberfläche 
der Mantel das Dreifache von der Grundebene. 


3) Die Oberfläche eines normalen Kegels iſt gleich b ge— 
geben, welchen Inhalt kann dieſer Kegel höchftens haben? 

Auflöſung. Ein normaler Kegel, deſſen Oberfläche bei 
ſeinem Inhalt am kleinſten iſt, hat bei dieſer Oberfläche den 
größten Inhalt. Die kleinſte Oberfläche eines normalen Ke— 


gels vom Inhalt a iſt nach der vorigen Nummer ydra?. 
Der größte Inhalt x des normalen Kegels von der Oberfläche 
b, iſt daher zu entnehmen aus der Gleichung 


200K = b 
und aus derſelben folgt 
1755 
X 6 Ir 
4) Ein normaler Kegel fol den Inhalt a bekommen, wie 
find der Radius der Grundebene und die Höhe des Kegels zu 
nehmen, damit ſein Mantel am kleinſten ausfalle? 


Auflöſung. Der Radius der Grundebene ſei x, die 
S Dann iſt 


AX O8 


Der Mantel drückt ſich aus durch 
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22 X /X + y®. 
Aus 1) folgt 
3a 
2 e 


Dieſen Werth ſetze man in 2); dadurch ergiebt ſich für den 
Mantel die Funktion 


e en. 


oder 


Dieſe Funktion erhält für den Werth von x ihren größten 
Werth, welcher dem Radicanden den größten Werth giebt. 
Man bilde deshalb 


2 
K 
feße 105 
und entwickele x. Es PR 
6 — 2 — 
ER Je ) 3a 
- 1a? 72 


33 
oder 8 
und wenn man in 3) den Werth von x fubftituirt, ergiebt ſich 


6a 
— * 
Es verhält ſich dig 1 
8 
5) Welche Flache muß wenigſtens für den Mantel eines 


normalen ehe gegeben werden, wenn der Inhalt des Kegels 
a fein fol? 


Auflöſung. Die Fläche wird erhalten in dem Mantel 
des normalen Kegels, welcher bei dem Inhalt a den klein— 
ſten Mantel hat. Nach der vorlgen Nummer iſt der Radius 


der Grundebene dieſes Kegels a“ die Höhe yo Da⸗ 
her iſt der Mantel gleich 
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ey Te 


ee 70 55 
8 727 r’ 2 
136 = f 


— * 


2 

Dies iſt demnach die Fläche, welche wenigſtens für den Man- 
tel eines normalen Kegels gegeben werden muß, deſſen Inhalt 
a fein fol. 

6) Wenn der Mantel eines normalen Kegels iſt, wie 
groß kann der Inhalt des Kegels höchſtens fein? 

Auflöſung. Ein normaler Kegel, welcher bei irgend 
einem Inhalt den kleinſten Mantel hat, bietet bei dieſem Man- 
tel den größten Inhalt dar. Der kleinſte Mantel des Kegels 
vom Inhalt a iſt, nach der vorigen Nummer, 


yv3y36ra* 
2 


Man findet daher den größten Inhalt des normalen Kegels, 
deſſen Mantel e ift, wenn man x entwidelt aus der Gleichung 


537) S6 
b 2 > 
0 20 
und es entfteht xXx 2 I /— 
fich 37 Zyar - 
oder Xx sy 
n 


§. 200. Aufgabe. 


Der Radius der Grundebene und die Höhe eines nor⸗ 
malen Kegels ſeien gleich r und h gegeben, man fol den Ra⸗ 
dius und den Mittelpunktswinkel des Kreisausſchnittes berech- 
nen, der, zu einem normalen Kegelmantel zuſammengebogen, 
den Mantel dieſes Kegels liefert. 

Auflöſung. Der Radius des Kreisausſchnittes iſt die 
Seite des Kegels, alſo gleich 
r' The 

Der Mittelpunktswinkel des Kreisausſchnittes ſei x. Der 

Bogen des Kreisausſchnittes iſt der Peripherie der Grund⸗ 
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ebene des Kegels gleich, demnach gleich r. Man hat die 
Proportion 

a xXx: 360% = 2ur: 2K /r? The 

und daraus folgt 


3600. 

r' The 

Iſt die Seite des Kegels gleich dem Durchmeſſer der 

Grundebene, fo entfpringt hieraus x = 180°, und der abge⸗ 

wickelte Kegelmantel iſt ein Halbkreis. Daher müſſen die 

Obertheile der Trichter, deren man ſich in den chemiſchen La— 

boratorien bedient, zum Durchſchnitt ein gleichſeitiges Dreieck 
gewähren. 


x == 


§. 201. Aufgabe. 


Von einem Kegel iſt der Radius r der Grundebene, und 
die Höhe h gegeben, der Kegel ſoll durch eine Ebene, welche 
mit der Grundebene parallel iſt, in zwei Theile getheilt wer— 
den, welche fich verhalten wie p: q; man ſoll die Entfernung 
der Theilungsebene von der Spitze des Kegels beſtimmen, und 
den Radius der Durchſchnittsfigur. 


Auflöſung. Die Entfernung ſei x. Der Kegel, wel— 
cher durch die Theilungsebene abgeſchnitten wird, iſt dem ge— 
gebenen Kegel aͤhnlich; die Kegel verhalten ſich daher wie die 
dritten Potenzen ihrer Höhen, d. h. wie x°:h?. Der Kegel, 
welcher abgeſchnitten wird, ſoll ſich zu dem gegebenen Kegel 
verhalten wie pop. Daher hat man für x die Gleichung 


x’:h’ =p:p+gq 
3 


und daraus folgt * We 
Der Radius der Durchſchnittsfigur ſei y. Es verhält ſich 
“he yır 
3 
Daher ift yary 


Pg 
„Soll nur die Entfernung der Durchſchnittsebene von der 
Spitze des Kegels, oder nur der Radius der Durchſchnitts— 
figur berechnet werden, ſo bedarf es im erſten Fall bloß der 
Höhe h, im anderen bloß des Radius r des Kegels. 


$. 202. Aufgaben. 


1) Von einem Kegel iſt der Radius r der Grundebene 
und die Höhe h gegeben. Aus dem Kegel ſoll ein Cylinder 
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geſchnitten werden, welcher E des Kegels iſt. Man ſoll den 


Radius der Grundebene und die Höhe des Cylinders beſtim— 
men. Der Cylinder werde ſo gedacht, daß die eine Grund— 
ebene deſſelben in der Grundebene des Kegels liegt, und die 
„ der anderen ſich in dem Mantel des Kegels be— 
ndet. 

Auflöſung. Der Radius der Grundebene des Cylin— 
ders ſei x, die Höhe des Cylinders ſei y. Man hat die Glei— 
chungen: 


2 
1) * J pP u 
2) r:x=h:h—y, 
Aus der zweiten Gleichung folgt 
hr—hx 
3 


Dieſen Werth ſetze man in 1); das liefert 
3 PR ER 
xxx 85 2. 0 


eine Gleichung, deren Auflöſung bis auf Fälle zu verſchieben 
iſt, in welchen r, p, q in Zahlen gegeben find. Dividirt man 


die Gleichung durch er“ und ſetzt = z, fo nimmt fie die be- 
quemere Geſtalt an: 


ar — 0 


und iſt hieraus 2 gefunden, ſo hat man 
X = 2. 


2) Von einem Kegel iſt der Radius r feiner Grundebene, 
und die Höhe h gegeben; man ſoll die Abmeſſungen des größ— 
ten Cylinders beſtimmen, welcher aus dem Kegel geſchnitten 
werden kann. 

Auflöſung. Der Radius der Grundebene des Cylin— 
ders ſei x, die Höhe ſei y. Dann iſt 


r: x S h: h— 
und der Inhalt des Cylinders drückt ſich aus durch 
xy. 


Aus der Proportion folgt 
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hr — hx 
N 7 
und wenn man dieſen Werth ſubſtituirt, erhält man für den 
Inhalt des Cylinders die Funktion 


ch 
2 3 
12 (rx - X). 


Es iſt Or? — x?) = 2rx — 3x? 
und aus 2X — x . 
folgt X 2 
Für y hatte ſich ergeben 
—— 
r 
h 
oder 10 5 
welches, wenn man für x den Werth ſetzt, liefert 
Y . bh. a 


§. 203. Aufgabe. 


Die Radien a und b der Grundebene, und die 112 h 
eines normalen abgekürzten Kegels ſind gegeben; man ſoll die 
Radien und den Mittelpunktswinkel des Ringſtücks berechnen, 
welches, zu einem abgekürzten Kegelmantel zuſammengebogen, 
den Mantel dieſes abgekürzten Kegels liefert. 

Auflöſung. Der größere Radius ſei x, der kleinere y. 
Der größere Radius x iſt die Seite des vollſtändigen Kegels, 
der kleinere Radius y ift die Seite des Ergänzungskegels. 
Die Höhe des vollſtändigen Kegels ſei 2. Dann verhält ſich 

2: 2— h 2 aà: b 
h: z = a—b:a 


und hieraus iſt 2 ur 
Es iſt x = ⁴ 27 
d e 
75 ya ＋ ab: 
a 77T 
oder Xx „ 7 
Es verhält ſich x:y S a:b 
Deshalb iſt „ b Fk. 
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Der Mittelpunktswinkel des Ringſtückes ſei P. Der 
äußere Bogen des Ringſtückes iſt der Peripherie der größeren 
Grundebene des abgekuͤrzten Kegels gleich, alſo gleich 2ra, 
Daher hat man die Proportion 

9:360° = La Ve ye Pk 


und aus derſelben folgt 


a 


Du 


zn: 


0 


8. 204. Aufgabe. 


Von einem abgekürzten Kegel ſind die Radien a und b 
der Grundebenen uud die Höhe h gegeben; der abgekürzte 
Kegel ſoll durch eine Ebene, welche mit den Grundebenen pa— 
rallel iſt, in zwei Theile getheilt werden, und der an der grö— 
ßeren Grundebene, deren Radius a ſein mag, liegende Theil 


ſoll 8 des abgekürzten Kegels ausmachen; man ſoll die Ent— 


fernung der Theilungsebene von der größeren Grundebene be— 
rechnen, und den Inhalt der Durchſchnittsfigur. 

Auflöſung. Die Entfernung der Theilungsebene von 
der größeren Grundebene ſei x, der Radius der Durchfchnitts- 
figur ſei y. Alsdann hat man die Gleichungen: 


Arx(a Cay Eye) = seh Tab FH be) 


oder @a*-Fayhy)x = Ita +ab-+ be) 

2) a—y:a—b=x:h 7 
Die letzte Gleichung zu erhalten, ſtelle man ſich irgend ein 
Seite des abgekürzten Kegels vor, ziehe von dem Punkt, in 
welchem fie die Peripherie zum Radius b trifft, parallel mit 
der Achſe des abgekürzten Kegels eine gerade Linie, und eine 
zweite von dem Punkt, in welchem jene Seite die Peripherie 
der Durchſchnittsfigur ſchneidet. Alsdann finden ſich zwei 
ähnliche Dreiecke, welche jene Proportion liefern. 

Aus 2) folgt 


3) 2 ap 
Dieſen Werth ſubſtituire man in 1), hebe durch h und mul- 


— 


tiplicire mit a — b; das liefert ! 
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(a Cay y’)a—y) = d ab- be) ab) 


a — bs) 


Nach 3) hat man ferner 
a h 
EAST ERT) 


oder, für y den Werth geſetzt, 


BE 
3 . | 
* * 5 ge —b°) 


$. 205. Aufgabe. 

Die drei Linien DG, EH und FL Fig. 18 ſeien normal 
auf der Linie GL, und beziehlich gleich a, b, e. Das Stück 
GH ſei gleich n, das Stück HL gleich q. Durch die Stücke a, 
b, o, n, q iſt das Dreieck DEF an ſich, und ſeine Lage ge— 
gen die Linie GL beſtimmt. Die Figur werde um die Linie 

GL gedreht, bis ſie wieder ihre erſte Lage erreicht. Das Dreieck 
DEF durchläuft während der Drehung einen Körper: der In- 
halt dieſes Körpers ſoll berechnet werden. f 

Auflöſung. Die Trapeze DEHG, EFLH und DFLG 
beſchreiben waͤhrend der Drehung abgekürzte Kegel. Der In— 
halt des Körpers, welchen das Dreieck DEF beſchreibt, wird 
erhalten, wenn man von der Summe der abgekürzten Kegel, 
welche die beiden erſteren Trapeze erzeugen, den abgekürzten 
Kegel ſubtrahirt, welchen das letzte Trapez hervorbringt. Der 
u. des Körpers, welchen das Dreieck DEF erzeugt, ſei x. 

8 iſt 


x rde ab. Lbe)n-E (De Ebe- Lo) q-—GAT-T ae Cee) n- Eq l 
= zr[(ab +b? - ac— cen - (be be- a! —ac)q] 
= zrla -b+oOb — e)n+(a-+-b+e)(b—a)ql 
=zra+b+e)lb — on -a) ql. 

Der Inhalt des Dreiecks DEF wird erhalten, wenn man 
die Summe der Trapeze DEHG und EFLH um das Trapez 
. 5 ER Der Inhalt des Dreiecks DEF ift das 

er glei 4 


1 1 

LA/\A/\A rn 5 aN 

VVV W 3 f Cl [ | 8 O 0 J Ql 
De 
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(a b)n L Cb Ee) (a- Cc) Aq) 
2 


* 5 = bn+-bg—ag— en 


2 
7ER b— 2 2 ben g (b—a)ꝗ 


Bezeichnet man den Jubalt des Dreiecks mit k, ſo drückt 
ſich demnach der Inhalt des Körpers, welchen das Dreieck 
DEF beſchreibt, aus durch 


zu(a -b ohf. 
$. 206. 


Man ſtelle ſich Fig. 19 einen normalen Cylinder vor, 
und ſchneide ihn durch eine Ebene, welche durch den Mittel 
punkt der Grundebene geht. Der Körper ABCD, welchen die 
Ebene abſchneidet, heißt ein Klauen oder Huf. Die größte 
Seite CD möge die Höhe des Klauen heißen, der Radius 
AM der Grundebene ſein Radius. 

Auch wenn die Ebene ABD nicht durch den Mittelpunkt 
der Grundebene des Cylinders geht, wird der durch die Ebene 
abgeſchnittene Körper ein Klauen genannt. Wir werden uns 
nur mit dem oben erklärten Körper beſchäftigen. 


$. 207. Aufgabe. 


Der Radius r und die N h eines Klauen ſind gege— 
ben, man ſoll die krumme Oberfläche und den Inhalt des 
Klauen berechnen. 

Auflöſung. Die krumme Oberfläche des Klauen Fig. 19 
wird durch die Seite CD in zwei gleiche Theile getheilt. Es 
kommt alſo nur darauf an, den einen Theil ACD zu berech- 
nen. Man denke alle Seiten des Theiles ACD. Irgend zwei 
auf einander folgende Seiten GH und G’H’ bilden ein Trapez, 
deſſen Höhe GG’ iſt. Der Inhalt des Trapezes iſt größer als 

GH:GG’, und kleiner als 6 H'. 66“. Bezeichnet man die 
auf einander folgenden Seiten durch s 8 s, die Entfer- 
nung je zweier auf einander folgenden Seiten durch q, fo er— 
hellet, daß von den Summen 


s,g+8,9+5,9+ 4 
82d sds g= S. 


die erſte weniger, die andere mehr ausmacht als den Inhalt 
der Fläche ACD, Die Differenz der Summen 


(8, 2 94 
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iſt aber, wegen des unendlich kleinen Faktors q, unendlich 
klein, und da die Fläche ACD zwiſchen beiden Summen liegt, 
ſo iſt die Differenz zwiſchen der Fläche und jeder einzelnen der 
Summen durch endliche Zahlen nicht ausdrückbar, und fällt 
außer Betracht. Jede der Summen giebt demnach den In— 
halt der Fläche ACD. 

Man lege durch die Seite GH eine Ebene, parallel mit 
dem Durchmeſſer AB. Dadurch entſpringt das Rechteck GHQP. 
Man ziehe MG; und GN normal zu GP. Die Dreiecke MGP 
und 66 N find ähnlich; denn fie find rechtwinklich bei P 
und N, und die Winkel MGP und 66 N find gleich, weil 
jeder den Winkel NGG’ zu einem rechten ergänzt. (Der Ra: 
dius MG fteht nämlich normal zur Tangente, alſo auch nor— 
mal zu dem Element GG’ in der Tangente.) Es verhält fich 


daher 
G6: GN = MG: MP 
= MOC: MP 
h: P 
h: GII 


ll 


und deshalb ift x 
1 GH. GG! = h . GN 

GN iſt der Projection des Stückes GG’ auf dem Radius MA 
gleich. Bezeichnen wir daher durch pe, Pa, * die Projectio— 
nen der auf einander folgenden Entfernungen der Seiten, ſo 
laͤßt ſich wegen der Gleichung 1) die erſte der oberen Sum— 
men wiedergeben durch 

(bp. A P2 Pr + we +P-Dh 
Die Summe p. pe ++ p iſt der Radius MA. Dem⸗ 
nach iſt der Inhalt der Fläche A0 gleich rh, und der In— 
halt der Fläche ACBD gleich rh. 

Man denke durch jede Seite und den Punkt M eine 
Ebene gelegt. Die Ebenen zerſchneiden den Klauen in vier— 
ſeitige Pyramiden GHH’G/M, welche ſämmtlich den Radius zur 

öhe haben. Der Inhalt des Klauen iſt die Summe der 
nhalte dieſer Pyramiden, alſo gleich dem dritten Theil des 
Produkts aus der Summe ihrer Grundflächen 2rh in die 
gemeinſchaftliche Höhe r. Daher iſt der Inhalt des Klauen 
gleich r' h. | 2 
§. 208. 


Es ſei Fig. 20 ADC ein Quadrant, der Körper ADC NFG 
der über dieſem Quadranten ſtehende Theil eines normalen 
Cylinders, deſſen Grundebene den Radius ir hat, und deſſen 
Höhe h ift. Der Körper macht den vierten Theil dieſes Cy— 

Wolff's Geometrie. 2. Th. Ss 
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linders aus. Durch die Linien AD und DG werde eine Ebene 
gelegt. Dadurch entſteht der Körper ADCG, welcher die Hälfte 
eines Klauen iſt, der den Radius r hat und die Höhe h. 

Die krumme Fläche ACGN iſt gleich +2rrh oder Zrrh. 
Die krumme Fläche ACG ift nach dem vorigen Paragraphen 
gleich rh. Daher iſt die krumme Flaͤche AN gleich 

( — 1)rh. 

Der Inhalt des Körpers ADC NFG iſt ure h. Der Inhalt 
des Körpers ADC iſt nach dem vorigen Paragraphen gleich 
zr'h. Der Inhalt des Körpers 1 iſt demnach gleich 
f (- rb h. 

Das Kreuzgewölbe Fig. 21 ſtehe über einem Quadrat, 
und die Bogenlinie ſei ein Halbkreis. Es fällt bald in die 
Augen, daß der Theil ADFNG der Körper ADFNG in Fig. 20 
iſt. Der Theil ADFNG, Fig. 21 erfcheint in dem Gewölbe 
acht Mal. Das Gewölbe kann daher nach den eben ausge— 
führten Beſtimmungen berechnet werden. 


§. 209. 


Man ſtelle ſich einen normalen Cylinder vor, und ſchneide 
ihn durch eine Ebene, welche nicht mit den Grundebenen pa— 
rallel iſt. Der Cylinder wird dadurch in zwei ſchief abge— 
ſchnittene Cylinder zerlegt. Der Inhalt und der Mantel eines 
ſolchen ſchief abgeſchnittenen Cylinders laſſen ſich folgender— 
maßen berechnen: 

Man ziehe in der ſchiefen Durchſchnittsebene die gerade 
Linie, welche den Endpunkt der kleinſten Seite des Cylinders 
mit dem Endpunkte der größten verbindet, und lege durch die 
Mitte dieſer Linie eine Ebene parallel mit der Grundebene des 
Cylinders. Dieſe Ebene ſchneidet von dem ſchief abgeſchnit— 
tenen Cylinder einen Klauen ab, und eben dieſer Klauen ergänzt 
den anderen Theil des ſchief abgeſchnittenen Cylinders zu 
einem vollftändigen normalen Cylinder, fo daß dieſer mit dem 
ſchief abgeſchnittenen Cylinder gleichen Inhalt und gleichen 
Mantel hat. Iſt a die größte Seite des ſchief abgeſchnittenen 
Cylinders, b die kleinſte, ſo iſt die Höhe jenes vollſtändigen 


b 4 
Cylinders gleich . es ſei ferner r der Radius der Grund— 


ebene des ſchief abgeſchnittenen Cylinders. Der Inhalt des 
ſchief abgeſchnittenen Cylinders 2 Yaiaaa gleich 
a 


r? 


2 
und der Mantel rr(a+b). 
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8. 210. 
Uebungsaufgabe. 


1) Welches iſt der Inhalt eines Zimmers, das 22 Fuß 
lang, 20 Fuß breit, und 16 Fuß hoch iſt? 
7040 Kubikfuß. 
; 2) Die Grundebene eines Prismas fei ein reguläres 
Fünfeck, deſſen Seite 30 Fuß mißt, die Höhe des Prismas 
ſei 20% Fuß; welches iſt der Inhalt des Prismas? 
31742,8. Kubiffuß. N 
3) Wie groß iſt die Seite eines Würfels zu nehmen, 
damit der Inhalt deſſelben 5 Kubikfuß werde? 
1,7099. Fuß. 
4) Wie groß iſt die Seite eines Wuͤrfels zu nehmen, da— 
mit, er den Inhalt a befomme? 


ya 
5) Die Seite eines Würfels ift a, wie groß ift die Seite 
eines Würfels zu nehmen, deſſen Inhalt r vom Inhalt jenes 
Würfels werden ſoll? 


ale 
9 7 


6) Ein normales Parallelepipedum, deſſen Grundebenen 
Rechtecke ſind, hat die Abmeſſungen 2 Zoll, 4 Zoll, 8 Zoll; 
wie groß ſind die Abmeſſungen eines Parallelepipedums zu 
nehmen, welches jenem ähnlich, und deſſen Inhalt die Hälfte 
von dem Inhalt jenes Parallelepipedums ſein ſoll? 

1,5874. Zoll, 3,1748... Zoll, 6,3496. Zoll. 

7) Ein normales Parallelepipedum, deſſen Grundebenen 
Rechtecke find, hat die Abmeſſungen a, b, o; welches find die 
Abmeſſungen eines Parallelepipedums, das jenem ähnlich, und 


deſen Inhalte von dem Inhalt jenes Parallelepipedums iſt? 

3 3 3 
7% , oye: 

8) Die Grundebene einer Pyramide ſei ein Quadrat, 
deſſen Seite 6 Fuß mißt, jede Seitenkante der Pyramide meſſe 
ebenfalls 6 Fuß, welches iſt der Inhalt der Pyramide und 
welches iſt ihre Oberfläche? 

20,911. Kubikfuß, 98,3538. Quadratfuß. 

9) Die Höhe einer Pyramide iſt 10 Fuß. Die Pyra⸗ 
mide ſoll durch eine Ebene, welche mit der Grundebene paral— 
: * 
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lel ift, in zwei gleiche Theile getheilt werden. In welcher Ent- 
fernung von der Spitze iſt dieſe Ebene durch die Pyramide 
zu legen? 
7,937. Fuß von der Spitze entfernt. 
10) Die Höhe einer Pyramide ſei h. Die Pyramide ſoll 
durch eine Ebene, welche mit der Grundebene parallel iſt, in 
zwei Theile getheilt werden, dergeſtalt, daß der an der Spitze lie- 


gende Theil P der ganzen Pyramide werde. In welcher Ent— 


fernung von der Spitze iſt die Ebene durch die Pyramide zu 
legen. 
3 


hy 6 


in Die Grundebenen einer abgefürzten Pyramide feien 
Quadrate, die Seite des einen meſſe 12, die Seite des anderen 
8 Fuß; die Verbindungslinie der Mittelpunkte beider Grund— 
ebenen ſtehe normal auf den Grundebenen und meſſe 6 Fuß. 
Wie groß iſt der Inhalt der abgekürzten Pyramide und wie 
groß iſt ihre Oberfläche? 

Der Inhalt iſt 608 Kubikfuß, die Oberfläche 461,982. 

Quadratfuß. 

12) Der Inhalt einer abgekürzten Pyramide ſei 160 Ku— 
bikfuß, der Inhalt der einen Grundebene ſei 16 Quadratfuß, 
die Höhe ſei 12 Fuß; welches iſt der Inhalt der anderen 
Grundebene? 

10,83. Quadratfuß. 

13) Die Grundebenen einer abgekürzten Pyramide ſeien 
25 Quadratfuß und 4 Quadratfuß, die Höhe ſei 12 Fuß. Die 
abgekürzte Pyramide ſoll durch eine Ebene, welche mit den 
Grundebenen parallel iſt, in zwei Theile getheilt werden, welche 
ſich verhalten wie 2:3. Der größere Theil ſoll an der grö- 
ßeren Grundebene liegen. In welcher Entfernung von der 
kleineren Grundebene muß die Theilungsebene gelegt werden? 

7,1932... Fuß. 

14) Der Radius der Grundebene eines normalen Cylin— 
ders ſei 3 Fuß 8 Zoll, die Höhe 12 Fuß 5 Zoll Duodeeimal— 
maaß; man ſoll den Inhalt und die Oberfläche des Cylinders 
berechnen. 

524 N 766 Kubikzoll; 370 Quadratfuß 76 Qua⸗ 
ratzoll. 

15) Ein normaler Cylinder ſoll 120 Kubikfuß Inhalt 
und 200 Quadratfuß Oberfläche erhalten; man ſoll den Ra— 
dius und die Höhe des Cylinders beſtimmen. 
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Der Radius iſt entweder 4,902... Fuß oder 1,2633.“ Fuß, 
und dazu die Höhe beziehlich 1,5888. oder 23,9329. 


uß. 
Zuvörderſt erhellet nach S. 192, daß die gegebene Ober— 
fläche bei dem vorgeſchriebenen Inhalt ausreicht. Der Ra— 
dius der Grundebene ſei x, die Höhe des Cylinders y. Man 
hat die Gleichungen: . 
art = 120 
2rx’ + 2rxy = 200 
Aus der erften Gleichung folgt 
120 


NX = —. 
y X 


Dies ſubſtituire man in der zweiten Gleichung, und es entſteht 
‚_ 100, 420 | 
X x — 0. 


Die Gleichung werde kürzer vorgeſtellt durch 

x bx g- = 0. 
Es iſt b negativ, und in abſoluter Hinſicht Ab’ 2702. Die 
Gleichung hat alſo drei reelle Werthe. Die Cardaniſche For— 
mel iſt daher zur Auflöſung der erhaltenen Gleichung nicht 
brauchbar, und man wird ſich der trigonometriſchen Funktio- 
nen zur Auflöſung bedienen. — Da ce pofitiv iſt, ſetze man 


; 27c* 27 .120° -r 
see = 12210 
[2437 
J 2500 
Es iſt 
Log 243 = 2,3856063 


Log rz = 0,4971498 
Log - Log2500 = 0,6020600 — 4 
Log243 4 Logr Log 2500 = 0,4848161 — 1 
LogSin3y = 0,7424080 — 1 
Hierzu findet man 
3y = 33032˙43“ 
y= 11°1054”, 
Die drei Werthe von x, welche der erhaltenen Gleichung ge— 


nügen, ſind 20 
4b. 
X sm 
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* 
Il 


ö = Sin(4r —y) 


4b... 
5 str 5) 
oder, die Werthe geſetzt, 


1 
| 


est 1 1054 
IT 
x = VL Sins8r4g6" 
In: I: 
S1 1054“ 
IT 


Der letzte Werth, als an fich negativ, kann der Aufgabe nicht 
entſprechen. Daher ſind nur die beiden erſten Werthe zu be— 
rechnen. Es iſt nun erſtens 
Logx = — TE +-LogSin11°1054” 
Log400 — 2,6020600 
Log1 — Log3 = 0,5228787 — 1 
Logi —Logr — 0,5028502 — 1 
Log400 —Log3 — Logr = 1,6277889 
Log400 — Log3 — Logr 


5 — 0,8138944 
LogSin11°10’54” = 0,2876236 — 1 
de Logx = 0,1015180 
x = 1,2633... 
Ferner ift‘ 
400 — Log3 — t 15 
Logx —— eee ee Logsinds 496 
c — 0,8138944 + 0,8765790 —1 
— 0,6904734 
daher noch 
x = 4,902 
Die Werthe von y finden fich jetzt leicht aus der Gleichung 
* 7 10. 


16) Man ſoll die Abmeſſungen des Rechtecks berechnen, 
welches den Mantel eines normalen Cylinders giebt, deſſen 
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Inhalt 6000 Quart beträgt, und deſſen Radius fich zur Höhe 
wie 5:2 verhält. 
Die eine Seite des Rechtecks mißt 2,245. Fuß, die an⸗ 
dere 35,267 Fuß. 


17) Der Inhalt eines normalen Cylinders ſoll einen 
Scheffel betragen. Der Cylinder ſoll nur eine Grundebene 
erhalten (an der einen Seite offen bleiben). Wie ſind die 
Abmeſſungen des Cylinders zu nehmen, damit die Oberfläche 
am kleinſten ausfalle? 

Der Radius der Grundebene muß 0,82713 Fuß erhalten, 
die Höhe eben ſo viel. 

18) Ein cylinderförmiges Scheffelmaaß iſt ſo conſtruirt, 
daß es die kleinſte Oberfläche hat. Das Scheffelmaaß ſei ge— 
häuft mit einer Waare, deren Häufungswinkel gegen den Ho— 
rizont a iſt. Wie viel Kubikzoll beträgt die Häufung? 

1024 T ga. Kubikzoll. 


19) Wie ſind aber die Abmeſſungen eines Metzenmaaßes 
zu nehmen, damit die gehäufte Metze der 16te Theil dieſes 
gehäuften Scheffels ſei. 

Der Radius der Grundebene 3,9389. Zoll, eben fo die 


Höhe. 
20) Die halbe lichte Weite des Kappengewölbes Fig. 14 
ſei 12 Fuß, die lichte Höhe 6 Fuß, die Stärke 2 Fuß, die 
Länge 30 Fuß; man ſoll den Inhalt der Ueberwölbung be— 


rechnen. f 
Der Inhalt iſt 1780,40 Kubikfuß. 

21) Bei der Conſtruction der Korblinie Fig. 15 $. 195 
ſei die lichte Weite 120 Fuß, die lichte Höhe 30 Fuß, die 
Stärke 5 Fuß, die Länge 80 Fuß; es ſoll der Inhalt der 
Ueberwölbung gefunden werden. 

Der Inhalt iſt 61762 Kubikfuß. N 

22) Dieſelben Abmeſſungen ſeien bei der Conſtruction 
Fig. 16 $. 196 gegeben; man ſoll den Inhalt der Ueberwöl— 
bung berechnen. 

Der Inhalt iſt 61373 Kubikfuß. 

23) Der Radius einer Kugel meſſe 20 Fuß, welches iſt 

der Inhalt des Würfels in dieſer Kugel. 
12316,8--- Kubikfuß. 

24) Ein normaler Kegel ſoll 50 Kubikfuß Inhalt bekom— 
men, der Durchmeſſer der Grundebene ſoll ſich zur Höhe ver— 
halten wie 2:35 man ſoll den Radius und den Mittelpunfts- 
winkel des Kreisausſchnitts berechnen, welcher den Mantel 
dieſes Kegels liefert. a 
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Der Radius iſt 7,9543. Fuß, der Mittelpunkts winkel 
11350˙31“. 7 

25) Ein kreisförmiger Graben iſt 6 Fnß tief, oben 10 
Fuß, unten 7 Fuß breit, und hat überall gleiche Doſſtrung. 
Wird am oberen äußeren Kreiſe eine Sehne von 30 Fuß Länge 
genommen, ſo beträgt die Höhe des zu dieſer Sehne gehören— 
den Bogens 2 Zoll. Wie groß iſt der Inhalt des Grabens? 

2147 22,95. Kubikfuß. 

26) Ein normaler abgekürzter Kegel ſoll 10000 Quart 
Inhalt bekommen, die Höhe ſoll 2 Fuß werden, und die 
Durchmeſſer der Grundebenen ſollen ſich verhalten wie 9:10; 
man ſoll die Abmeſſungen des. Ringſtücks berechnen, welches 
den Mantel dieſes abgekürzten Kegels liefert. 

Die Radien find 21,525. und 19,3725. Fuß, der Mit⸗ 
telpunktswinkel hat 133,1“. 

27) Wie tief ſinkt eine Kugel, deren Maſſe das ſpecifiſche 
Gewicht 0,84 hat, in Waſſer ein. 

1,4933517, unter r den Radius der Kugel verftanden. 

Die Kugel taucht ſo tief in das Waſſer, daß das durch 
fie verdrängte Waſſer fo viel wiegt, als die Kugel. Der ein- 
getauchte Theil der Kugel iſt ein Kugelabſchnitt. Da das fye- 
cifiſche Gewicht der Kugel 0,84 iſt, ſo muß der eingetauchte 
Kugelabſchnitt 0,84 der Kugel ausmachen; denn hat eine Waf- 
ſerkugel, welche mit jener von gleicher Größe iſt, das Gewicht 
2, ſo hat jene Kugel das Gewicht 0,842, und ein Abſchnitt 
der Waſſerkugel, welcher 0,84 der Waſſerkugel beträgt, hat mit 
jener Kugel gleiches Gewicht. Es kommt daher darauf an, 
die Höhe eines Kugelabſchnitts zu finden, welcher 0,84 von 
der Kugel ausmacht. — Der Radius der Kugel ſei 1, die 
Höhe des Kugelabſchnitts ſei x; dann muß ſein 

a zx (3 Xx) = 0,84 4 
woraus folgt 
x? — 3X 3,36 = 0. 
Die Gleichung muß zuvörderſt reducirt werden. Zu dem Ende 
ſetze man ö 
x=ey-1 


und es entfteht 
y’—3y+1,36 = 0. 


\ 27c* 27. 1,36? 
Der. Quotient 4 iſt bei dieſer Gleichung 3 
1,365 


N und da derſelbe ein echter Bruch ift, fo hat die ©lei- 


N 


oder 
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chung drei reelle Werthe, und ſie iſt vermittelſt der trigonome⸗ 
triſchen Functionen auflösbar. Man ſetze alſo 


| Sing = 7 u — 0,68. 
Hierzu findet man 
30 = 4250377 
daher o = 141652” 
Es iſt nun 
2 = Ve Sing N 


N 
I 


7 Sin(60° — ») 


2 IS +9) 
oder, da b = 3 iſt, 
2 = 2Sin14° 1652“ 
2 = 2Sin45°43’8" 
z = 28in7416˙52“ 
Es ift 
Log2 = 0,3010300 
LogSin14°16’52” = 0,3921331—1 
Logz = 0,6931631—1 
alfo 1) z = 0,49335---- 
Ferner ift Log2 = 0,3010300 
LogSin45 438“ = 0,8548663 — 1 
Logz — 0,1558963 
2) 2 = 1,4318: 
Endlich 
Log? = 0,3010300 
LogSin74 1652“ = 0,9834469 
Logz = 1,2844769 
3) 2 — 19,259 
Es iſt x 2＋1 
daher hat man für x die drei Werthe 
1, 49335. 
2,4318. 
— 18,252. 
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Jeder von dieſen Werthen entſpricht der Gleichung 
für x; aber es fällt in die Augen, daß nur der erſte der 
Aufgabe genügt. Daher iſt die Höhe des Kugelabſchnitts 
1,49335· r, unter r den Radius verſtanden. 


28) Eine Calotte, deren Höhe 4 Fuß beträgt, enthält 
200 Quadratfuß, wie groß iſt der Halbmeſſer der zugehörigen 
Kugel? 5 

“. ö 

29) Der Inhalt einer Kugel ſei q, welches iſt der Halb— 

meſſer der Kugel, und welches die Oberfläche? 


„30 Ss— 
3 2 
Im Vora . 


30) Die Oberfläche einer Kugel ſei k, welches iſt der 
Radius der Kugel und welches der Inhalt? 


0 1 
2 /* 6 k 
31) Ein Kugelabſchnitt verhält ſich zum zugehörigen Ku- 
gelausſchnitt wie 3:5, welches iſt die Höhe jenes Kugelab— 
ſchnitts? 
2647105) vom Radius. N 


32) Eine Kugel wird von zwei parallelen Ebenen gefchnit- 
ten. Der Halbmeſſer des einen Durchſchnittskreiſes iſt 12 Fuß, 
der des anderen iſt 8 Fuß, die Entfernung der Ebenen 4 Fuß. 
Man ſoll den Halbmeſſer der Kugel berechnen, den Inhalt der 
Zone und den der körperlichen Zone, welche von jenen Ebenen 
abgeſchnitten werden. 5 


14˙4˙2“ 3020046 Uο 5361 Kbkf. 643 Kbkz. 


33) Der Inhalt eines normalen Kegels ſoll 60 Kubik⸗ 
fuß, der Inhalt des Mantels 100 Quadratfuß betragen; wie 
ſind die Abmeſſungen des Kegels zu nehmen? 


Der Radius der Grundebene iſt entweder 1,809. oder 
5,483. , und dabei die Höhe entweder 17,497. oder 
1,905. Fuß. 


34) Ein normaler Cylinder durchdringt eine Kugel der- 
eſtalt, daß ſeine Achſe durch den Mittelpunkt der Kugel geht. 
Die Höhe des Cylinders ift 2 Fuß, der Radius der Grund— 
ebene 2 Zoll, der Radius der Kugel 5 Zoll. Das Ganze 
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beſteht aus einem Stoff, deſſen ſpecifiſches Gewicht 7,5 iſt. 
Wie groß iſt das Gewicht des Körpers? 


201,86 Pfund. 


i 35) Ein normaler Kegel durchdringt eine Kugel, und ſeine 

Achſe geht durch den Mittelpunkt. Der Radius der Kugel iſt 
10, die Höhe des Kegels 35, die Entfernung ſeiner Spitze 
vom Mittelpunkt der Kugel 15, und jede Seite des Kegels 
bildet mit ſeiner Achſe einen Winkel von 13 Graden. Welches 
iſt der Inhalt des Körpers? 


5797,7. 
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Körperliche oder ſphäriſche Trigonometrie. 


J. Grundformeln. 
F. 211. 
Die Seiten eines körperlichen Dreiecks werden hier ſtets durch 


die Buchſtaben a, b, e, die ihnen beziehlich gegenüberſtehenden 
Winkel durch a, 8, y bezeichnet werden. 


5. 212. 
Es iſt bei jedem körperlichen Dreieck 
Cosa = CosbCosc + SinbSine Cosa 


Auf der Kante, welche der Seite a gegenüberfteht, werde 
Fig. 22, DE gleich 1 genommen, und durch E eine Ebene 
gedacht, normal zu dieſer Kante DE. Die Ebene ſchneidet 
die Seitenebenen des körperlichen Dreiecks in den Linien EF, 
EG, FG. Die beiden Linien EF und EG ſtehen normal auf 
DE und bilden den Neigungswinkel «. Es iſt 


EF = Tgb 
EG = Tge 
DF = Secb 
DG = Secc 


Indem man das Quadrat der Seite FG, den beiden 
Dreiecken EFG und DFG angehörend, zweimal ausdrückt, ent— 
ſteht die Gleichung 


Tgb? + Tge? — 2TgbTgeCosa = Secb? + Sece? — 
2SecbSeccÜosa 


Statt Sec? werde 1 - Tg? geſetzt, und gehoben, das 
liefert 
SecbSeccCosa = 1 ＋ TgbTgeCosa 
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oder mit CosbCose multiplicirt 
Cosa = CosbCose SinbSine Cosa. 
Die Gleichung läßt ſich in Bezug auf jede Seite des 
körperlichen Dreiecks anſetzen, und dadurch entſteht 
1) Cosa = CosbCose SinbSine Cosa 


2) Cosb = CosaCose + SinaSincCos? 
3) Cose = CosaCosb + SinaSinbCosy 
$. 213. 
Es iſt bei jedem körperlichen Dreieck 
Cosa = — CosßCosy ＋ Sing Sin) Cosa 


Man denke das Ergänzungsdreieck. Die Seiten deſſelben, 
welche beziehlich die Winkel, a, 6, J zu einem geſtreckten Win⸗ 
kel ergänzen, feien a“, b’, o, der Winkel, welcher die Seite a 
zu einem geſtreckten ergänzt, ſei a“, und es liegt “ der Seite 
a gegenüber. Nach dem vorigen Paragraphen iſt 


Cosa’ = Cosb’Cose’ + Sinb' Sinc Cosq 


Es ift aber Cosa’ = — Cosa, Cosb = — Cosß, Cosc 
= —Cosy, Sinb’ = Sing, Sinc“ = Sin, Cosa’ = — Cosa. 
Dieſe Werthe ſubſtituire man, und es entſteht 


— Cosa = CosßCosy — SinßSinyCosa 
welches mit — 1 multiplieirt die Behauptung iſt. 
Man hat demnach 


1) Cosa = — CosßCosy + SinßSinyCosa 

2) Cosß = — CosaCosy ＋ SinaSinyCosb 

3) Cos = —CosaCosß-+ SinaSinßCose, 
$. 214. 


In der Gleichung 
Cosa = CosbCosc + SinbSincCosa 


fubftituire man 2Cos+a? —1 ftatt Cosa, und es folgt 
Sina rt RR —= 2SinbSinceCosta? 
oder 
Seen 
10 2 ER Phi u REN Na rd 
men Veen Sinbsine 
und fubftituirt man 1 — 28in za ſtatt Cosa, fo ergiebt ſich 
Sinz (agb c) Sing(a- bg) 
SinbSine 


2) Sinz = 
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$. 215. 
Aus der Gleichung 
Cosa = — CosßCosy + SinßSinyCosa 
entſpringt in gleicher Weiſe 5 
CL es 


0 Cons Sing Sin) 
2 Cos (a ET) CoS CN 
* — a N 
$. 216. 


Die Gleichungen 1) und 2) in $. 214 repräfentiren, in- 
dem man die Buchſtaben wechfelt, die nachſtehenden ſechs 
Gleichungen: ? 

Sin4(a-+b-Hc)Sing(—a+b-+c) 
SinbSine 
Sinz(a-+-b—e)Sinz(a—b-Fe) 
SinbSinc 
Sin+(a-+-b-Hc)Sin+(a—b-+-c) 
SinaSine 
 /Sin&(a--b—c)Sins(—a-H-b-+c) 
SinaSine 
Sinz (abe) Sinz(a Hb) 
Wa Sas - 
8 Sinz(a—b-TCc) Sin (— a Eb) 
* SinaSinb 


Costa = 
Sinta = 

1 — 
Cos g = 


Sin zg = 


Unter ſehr vielen Combinationen, welche dieſe Gleichungen 
zulaſſen, hat man auch: 


SinzaCos;? Sinz(a—b--c) 


A) Ds Sine 

B Sinzasin gg Sin4(a-+b—c) 

) Six Sine 

Cosa Cos gg Sinz (agb) 

j C) — — 
Sn 277 Sine 


www.rcin.org.pl 


8. 217. Körperliche oder ſphäriſche Trigonometrie. 127 


Nach A) iſt: 
Sin a Cos s? Sinz (a — bc) 
Ca . 
Sin!8Costa Sing(— ag bc) 
und CC EI RPR e 
os Since 


Die Addition dieſer beiden Gleichungen liefert: 
Sinz(a E63) Sinz(a— b ge) - Sing(— at bg) 


Cos: ) Sine 
28in ge Cos 20a — b) 
Sine 
oder 
. 1 Sin(a+Pß) Cosz(a—b) 
) Cos Cos 


und die Subtraction derſelben Gleichungen gewährt: 
Sin-(a g) Sinz (a — b) 

Cosa Sinz e 
Wenn man die Gleichung B) von der O) ſubtrahirt, dann B) 
und C) addirt, entſteht in gleicher Weiſe: 


Cos ( 0 _. Cosz(a Cos;(a+b) 


2) 


3) 


Sin Cosge 
4 Cosz(a - N Sin(a+b) 
Sinty Singe 


Die Gleichungen 1) bis 4) werden die Délambreſchen 
oder Gau ßſchen Gleichungen genannt. 
6. 217. 


Man dividire die Gleichung 1) des vorigen Paragraphen 
durch die Gleichung 3), 2) durch 4), 4) durch 3), und 2) 
durch 1), das liefert: 


1) Tesa) = en 10878 Tuo. 
2 reich = Ser fbcon 
9 v6.00 = Gore hole 

4) Tgl(a—b) = rot 20. 


Dieſe Gleichungen heißen die e Nepesſchen Analogien. 
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$. 218. 


Das Product der Gleichungen 1) und 2) in S. 214, dop⸗ 
pelt genommen, iſt: 


SinbSine 
Hieraus folgt 
Sina 2ySinz(arb+c)Sinz(a:b - c)Sin-(a-b+c)Sint(-atb+c) 
Sina SinaSinbSine 
Der Ausdruck rechts iſt ſymmetriſch, ändert ſich nicht durch 
Vertauſchen der Buchſtaben; mithin iſt 
Sina Sinß Siny 


— — 19 — 


Sina Sinb Sine 


oder 
Sina: Sinb: Sine = Sing: Sing: Sin 
Uebrigens heil N aus Fig. 22, daß 


Sing = EHSina 
iſt, d. h. 5 Water — SinbSina 
oder Sina: Sinb = Sing: Sing 


und hierin liegt gleichfalls das oben erhaltene Geſetz. 


§. 219. 


Für ein körperliches Dreieck, in welchem der Winkel a 

ein rechter Winkel iſt, gelten folgende einfache Gleichungen: 

1) Sinasing = Sinb 

2) _SinaSiny = Sine 

3) CosbCose = Cosa 

4) CotgßCotgy = Cosa 
iny = Cosß 
6) CoscSinß = Cos 
7) CotgaTgb = Cosy 
8) CotgaTge = Cosg 
9) CotgbSine = Cotgß 
10) CotgeSinb = Cotgy. 


Indem man a = 90° ſetzt, entſpringen die Gleichungen 
1) und 2) aus 8. 218, die Gleichung 3) aus 8. 212 1), die 
Gleichungen 4) 5) 6) aus 8. 213 1), 9), 3). 
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Aus 1) folgt 


inb E 
re: 
O 

aus 3) Ca —= Cosc 


das Product dieſer Gleichungen ift 
CotgaTgb = CoscSing 
oder 6) angewendet N 
CotgaTgb = Cosy 
Das ift die Formel 7). Eben fo findet fich die 8) aus 2), 
3) und 5). 
Nach 3) iſt 
CosbSiny = Cos3 
und es ift nach $. 218 
Sine Sin; 
Sinb Sing 
alſo, wenn man multiplicirt 
CotgbSine = Cotgß. 
Das ift die Gleichung 9). Eben fo findet fich 10). 
Die oberen zehn Gleichungen reichen aus, um, wenn 
a = 90° ift, und von den fünf Stücken a, b, ce, 8, y zwei 
gegeben find, die übrigen drei zu berechnen. Die Verbindun⸗ 
gen je dreier dieſer fünf Stücke ſind nämlich folgende zehn: 


d 
E 
0 


0 0 D 
O O O N 
A 


0 
— 


und die oberen Gleichungen entſprechen dieſen Verbindungen. 
Sind demnach zwei von den Ausdrücken a, b, o, 8, 1 gegeben, 
ſo finden ſich jedesmal unter den zehn Gleichungen drei, aus 
welchen die drei nicht gegebenen Ausdrücke ſofort ſich entneh— 
men laſſen. 


Wolff's Geometrie. 2. Th. 9 
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II. Berechnung körperlicher Dreiecke. 


$. 220. Aufgabe. 


Von einem körperlichen Dreieck find zwei Seiten a und 
b, und der von ihnen gebildete Winkel 1 gegeben, man ſoll 
die dritte Seite o, und die den Seiten a und b beziehlich ge— 
genüberliegenden Winkel à und 8 beſtimmen. 

Auflöſung. Die Seite » giebt die Gleichung 8. 212 
3). Die Winkel « und 3 beſtimmen ſich vermittelſt der Ne— 
perſchen Analogien $. 217 1) und 2). Auch findet ſich e fehr 
bequem, nachdem « und B berechnet find, aus $. 217 3) 
oder 4). 


$. 221. Aufgabe. 


Von einem körperlichen Dreieck find eine Seite o gegeben, 
und die beiden an derſelben liegenden Winkel « und 8, man 
ſoll den dritten Winkel y beſtimmen und die Seiten a und b, 
welche beziehlich den Winkeln a und B gegenüberſtehen. 

Auflöſung. Die Gleichung $. 213 3) giebt den Win- 
kel 7, die Gleichungen $. 217 3) und 4) gewähren die Seiten 
a und b. Auch erhält man y durch §. 217 1) oder 2), nach⸗ 
dem a und b berechnet ſind. 


§. 222. Aufgabe. 
Von einem körperlichen Dreieck ſind die drei Seiten a, b, 
e gegeben, man ſoll die Winkel a, 8, y beſtimmen. 
Auflöfung. Sie ergeben ſich ſofort aus §. 214. 


$. 223. Aufgabe. 
Von einem körperlichen Dreieck find die drei Winkel a, ß, 
y gegeben, man ſoll die Seiten a, b, o finden. 
Auflöſung. Sie ergeben ſich aus $. 215. 


$. 224. Aufgabe. 


Von einem körperlichen Dreieck ſind zwei Seiten a und 
b gegeben, und der Winkel 4, welcher der Seite a gegenüber 
ſteht, man fol die dritte Seite e beſtimmen und die Winkel 8 
und y, welche beziehlich den Seiten b und e» gegenüberftehen. 
Auflöſung. Man hat zuvörderſt 
SinaSinß = Sinb Sing 
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und daraus 
SinbSina 
Sina 
Hier ift, wie fich bald zu erkennen giebt, wenn man das 
körperliche Dreieck näher betrachtet, 


3 zweideutig, wenn 
a<90°, b=<90°, a<b 
a>90°, b>90°, a>b 
90, be 90“, a<180° —b 
>90’, b 90“, a>180° — b, 


B ſpitz, wenn 
0 290“, b<9W0°, a b 
= 90% b 90e, a<180°—b, 
ß ftumpf, wenn 
a>90°, b>90°, ab 
a 90, b>9%0°, a>180°—b. 
Nachdem B bekannt ift, bediene man ſich zur Beftimmung 
der Seite e einer der Formeln §. 217 3), 4). Die Beftim- 
mung des Winkels y erfolgt dann vermittelſt der Gleichung 1) 
oder 2) in $. 217. 


Sing — 


§. 225. Aufgabe. 


Von einem körperlichen Dreieck find zwei Winkel « und 
ß gegeben, und die Seite a, welche dem Winkel « gegenüber 
ſteht, man ſoll den dritten Winkel 7 beſtimmen, und die Sei— 
ten b und », welche beziehlich den Winkeln B und 7 gegenüber 
liegen. 
Auflöſung. Man hat 
Sinasing = SinbSing 
und daraus N 
Sind I SinaSinß 
Sing 
Hier iſt 
b zweideutig, wenn 
290%, a<I0°, a<ß 
390% a>90°, a>'8 
B<90°, a>90°, a>180°—B 
P>90°, a<90°%, a<180°— 8, 
b ſpitz, wenn 
8 B<90°, a<90°, a>ß 
B=90°, a>90°%, 4 180g, 
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b ſtumpf, wenn 
362 90% a>90°, a<Bß 
B>90°, a 290%, 4 180 — f. | 
Nachdem b ermittelt iſt, beſtimmen fi) ce und y durch 
8. 217. 


§. 226. 
Uebungs aufgaben. 


1) Zwei Seiten eines körperlichen Dreiecks find 70° 20’ 
50“ und 38° 28°, der Winkel, welchen dieſe Seiten bilden, 
ift 52° 30°; man ſoll die dritte Seite des Dreiecks und die 
beiden anderen Winkel berechnen. Aa 

Die dritte Seite ift 51° At’ 14“, die beiden anderen 
Winkel find 107° 47’ 7“ und 38° 58’ 27. 

2) Eine Seite eines körperlichen Dreiecks ſei 69“ 50%, 
die beiden daran liegenden Winkel ſeien 146“ 58° 9“ und 
42° 54“ 47“, man ſoll die beiden anderen Seiten des Dreiecks 
finden und den dritten Winkel. 

Die Seiten find 109° 39° 10“ und 46° 42“, der dritte 
Winkel ift 32° 54 28”, 

3) Die drei Seiten eines körperlichen Dreiecks ſeien 46° 
33 41“, 1159“ 7“ und 35° 46“ 15“; man ſoll die drei 
Winkel finden. 

Sie find 51° 2, 73° 58’ 54“ und 38° 45. 

4) Die drei Winkel eines körperlichen Dreiecks ſeien 40° 
38“ 38”, 53° 2° 8” und 123° 8° 11”; man ſoll die drei Sei⸗ 
ten berechnen. 

Sie find 50°, 70°, 100°, 


III. Vermiſchte Aufgaben. 
§. 227. Aufgabe. 


Von einem körperlichen Dreieck ſind die drei Seiten a, 
b, © gegeben, man ſoll die Winkel beſtimmen, welche die Kan— 
ten mit den gegenüberſtehenden Ebenen bilden. 


Auflöſung. Die Kante, in welcher die Ebenen der 
Seiten a und b ſich ſchneiden, bilde mit der Ebene der Seite 
o den Winkel x. Man denke die Ebene des Winkels x. Es 
entſteht dadurch ein rechtwinkliges körperliches Dreieck, welches 
die Seite a zur Hypotenuſe und den Winkel x zur einen Ka— 
thete hat. Der Winkel, welcher in dem rechtwinkligen körper— 
lichen Dreieck der Kathete x gegenüber ſteht, iſt der Winkel g, 
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welcher in dem gegebenen körperlichen Dreieck der Seite b 
gegenüber ſteht. Nach 8. 219 1) iſt 


Sinx = Sina$inß. 
Nach S. 214 ift 
Sinz(a -b e) Sing(a - bc) 
1 = — ———k Ü—mGG 
ee ide Y SinaSine 
8 vn b - c)Sint—a-+b-+e) 
ar fer SinaSine 
Das doppelte Product dieſer Gleichungen tft 
er 2ySint(atb+c) Sinz(atb--c)Sin+(a-b}c)Sin$(-atb}c) 
Ba Se ER a SIT kg 


und wenn man diefen Werth oben ſubſtituirt, ergiebt fich 


Sinx = sus Siekatbto)Sinkatb-o)Sinabte)Sin}-atbio) 


Die beiden anderen geforderten Winkel laſſen ſich hiernach ſo— 
fort angeben. 


$. 228. Aufgabe. 


Die drei Seiten eines körperlichen Dreiecks ſeien a, b, o; 
man ſoll die Winkel beſtimmen, welche die Projection der 
Kante, in welcher die Ebenen a und b ſich ſchneiden, auf der 
Ebene e mit den Kanten in dieſer Ebene macht. 


Auflöſung. Die Kante, in welcher die Ebenen a und 
b ſich ſchneiden, bilde mit der Ebene c den Winkel 2. Die 
Projection dieſer Kante auf der Ebene » bilde mit der Kante, 
in welcher a und » fich ſchneiden, den Winkel x, mit der 
Kante, in welcher b und e ſich ſchneiden, den Winkel y. Der 
Winkel y iſt gleich o— x oder gleich x — o. Nach S. 219 3) 
hat man i 
CoszCosx = Cosa 
- CoszCos(e—x) = Cosb. 


Die zweite Gleichung gilt zugleich für den Fall, daß der Win— 
kel y gleich x — e wäre, weil Cos(x — e) = Cos(e - iſt. 
Man dividire die zweite Gleichung durch die erſte; das liefert 
Coste—x) Cosb 55 
Cosx Cosa 


und daraus folgt 
Cos(e -N) Cosa = CosbCosx 
Cosa Cose Cosx + CosaSincSinx = CosbCosx 
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CosaSineTgx = Cosb —CosaCose 
| Cosb j 
Tgx 5 Gos Sine — Cotge. 
Hierin vertauſche man a und b und ſetze y ftatt x, und es 
folgt zur Beſtimmung des anderen Winkels 
Cosa 
Tgy . CosbSine — Cotge. 


$. 229. Aufgabe. 


Von einem körperlichen Dreieck ift eine Seite e, der ihr 
gegenüberliegende Winkel J, und die Summe q der beiden an— 
deren Seiten gegeben, man ſoll das Dreieck berechnen. 

Auflöſung. Die eine der Seiten, deren Summe q iſt, 
ſei x, dann iſt die andere g — x. Die Winkel, welche bezieh- 
lich den Seiten q — x und x gegenüberftehen, ſeien y und 2. 
Nach den Gleichungen §. 216 3) und 4) hat man ſofort 


Cosgq Sinh 

I ea 
2 

Sinz Sin 

2) Cosi(y— 2) = S 
2 


und hierdurch findet man die Winkel y und 2. Nach der erſten 
Gaußſchen Gleichung hat man dann weiter — 
Sing(y 2JCoste 
4 — me BE RE et I 
3) Cosztq 2x) Fin 
woraus ſich x findet. 
Man kann auch im Allgemeinen in 3) den Werth für 
Sin4(y-+2z) nach 1) ſubſtituiren; das liefert 
1 i 
Cos — = va] Cote. — Wee 
und wendet man hierauf die Formel an Cosp = 20084 — 1 
ſo entſteht ö 
Cos(q — ax) = . 41 _ 
1 + Cose— (1-+ Cosg)Sin$y? — Cosi: 
Cos ga: 
CoscSe cg — CosgTgty?. 
§. 230. Aufgabe. 
Von einem körperlichen Dreieck ift eine Seite e, der ihr 


N 


I 
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gegenüberliegende Winkel y und die Differenz d der beiden 
anderen Seiten gegeben, man ſoll das Dreieck berechnen. 

Auflöfung. Die eine der Seiten, deren Differenz du 
ift, ſei x, und es iſt die andere d x; die Winkel, welche be— 
ziehlich den Seiten d Ex und x gegenüberſtehen, ſeien y und 2. 
Nach den beiden erſten Gaußſchen Gleichungen hat man 


. CosgdCosg 
= 1) Sing 2) 3 
ee 
8 In 08271 
2 Sat 
20 Singe 


Dadurch ergeben ſich die Winkel y und 2. Die dritte Gauß— 
ſche Gleichung liefert alsdann 
Cos+(y-+ z)Coszc 


1 —.— 
3) Cos fe = Sid 
Will man im Allgemeinen ſubſtituiren, ſo entſteht 
E 
Cos$(d-+2x) = su, Coste* — Coszd’Cos;y? 


und hieraus, wie in der vorigen Aufgabe, 
Cos(d + 2x) = CoseCosecty? — CosdCotgzy?. 


$. 231. 

Wäre von einem körperlichen Dreieck ein Winkel, die ge— 
genüberſtehende Seite, und die Summe oder die Differenz der 
beiden anderen Winkel gegeben, ſo würde man, wie in den 
vorſtehenden beiden Aufgaben, das Dreieck vermittelſt der 
Gaußſchen Gleichungen berechnen. 


§. 232. Aufgabe. 

Von einem körperlichen Dreieck iſt eine Seite e, die Summe 
q der beiden anderen Seiten, und die Summe 9 der beiden 
Winkel gegeben, welche an » liegen; man ſoll das Dreieck 
berechnen. 

Auflöſung. Die beiden anderen Seiten ſeien q — x 
und x, die ihnen beziehlich gegenüberſtehenden Winkel P y 
und y, der dritte Winkel ſei 2. Nach §. 216 3) ift 

Cos go Cos ꝙ 
121283 r 
1) Sin+z = Coq 
Hierdurch iſt 2 beſtimmt. Nach der erſten und vierten Gauß— 
ſchen Gleichung iſt dann weiter 1 e 
OS Y CS 
2) Cossg—%x) = Be 
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x Sinz ꝗSingz 

1067 eee or 

und 3) Cos+(p — 2y) S 


und dieſe Gleichungen liefern x und y 
Will man im Allgemeinen ſubſtituiren, 0 entſteht 


— — 7 


Cos (q — 2%) = 


76 Cosiq? — Costc? Cos}p? 
Cosg(ꝙ - 2y) = Cotgz be gCosto. 
$. 233. 


Es bezeichne » eine Seite eines körperlichen Dreiecks, y 
den ihr gegenüberſtehenden Winkel, q die Summe der anderen 
Seiten, d ihre Differenz, p die Summe der an c liegenden 
Winkel, d ihre Differenz. Iſt nun gegeben 


o, 4 
oder o, d, 9 
oder e, d, 8 
oder , , v 
oder a) 
oder 1, d, 9 
oder 1, d, 8 


ſo läßt ſich in jedem dieſer Fälle das Dreieck wie in der vor— 
ſtehenden Aufgabe vermittelſt der Gaußſchen Gleichungen be— 
rechnen. 

$. 234. Aufgabe. 

Von dem körperlichen Dreieck Fig. 23. iſt der Winkel a 
gegeben. DH ſei die Projection der Kante DE auf der Sei⸗ 
tenebene FDG. Es iſt ferner gegeben der Winkel HDF gleich 
n, und der Winkel HDG gleich q. Man ſoll das Dreieck be- 


rechnen. 
Auflöſung. Der Winkel HEF ſei x, der Winkel HEG 
ſei y, der Winkel EDH ſei 2. Nach 8. 219 iſt 
CotgnSinz = Cotgx 
? Cotgq Sinz — Cotgy. 
Hieraus folgt 
Cotgg : Cotgn = Cotgy : Cotgx 
Cotgg+-Cotgn : Cotgg-Cotgn = Cotgy-+Cotgx: Cotgy-Cotgx 
Sin(n Eq): Sin(n - q) = Sin y): Sin(x - y). 
Vermittelſt dieſer Proportion findet man x—y. Da nämlich 
Xx y gleich a ift, fo folgt 
ö a Sin(n — q) 
Sin(x—-y) Sinn T 58 a. 
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Kennt man aber x—y, fo finden ſich, weil man auch xy 
kennt, leicht x und y, und vermittelſt dieſer Winkel die übrigen 
Stücke des Dreiecks. 

Die Projection DH der Kante DE auf der Seitenebene 
FDG kann außerhalb der Winkelebene FDG liegen. In einem 
ſolchen Fall wird nicht X Ey, ſondern x— y oder y—x gleich 
a, und es kann aus der oberen Proportion X y entnommen 
werden, während alsdann X — y bekannt iſt. 


| §. 235. Aufgabe. 

Die drei Seiten des körperlichen Dreiecks Fig. 23. ſind 
gegeben, FG gleich a, FE gleich b, EG gleich o. Durch die 
Kante DE ift eine Ebene gelegt, welche die Seitenebene FDG. 
in der Linie DH ſchneidet, und es iſt der Winkel HDF gleich 
n gegeben. Man ſoll den Winkel EDH berechnen. 


Auflöſung. Der Winkel, welcher der Seite e gegen— 
über ſteht, ſei 2. Es iſt 


CosEDH = CosbCosn + SinbSinnCosz 
Cosc = CosaCosb + SinaSinbCosz. 


Aus der zweiten Gleichung folgt 
Cose— CosaCosb 
Sina 


Dieſen Werth fubftituire man in der erften Gleichung. Das 
liefert 


CosEDH = CosbCosn + 


SinbCosz = 


Cosce — CosaCosb _. 
— — Sinn 
Sina 


§. 236. Aufgabe. 


Die drei Seiten a, b, e eines körperlichen Dreiecks find 
gegeben. Die beiden Seitenebenen b und » ſind durchſchnit— 
ten durch eine Ebene, welche durch die Spitze des körperlichen 
Dreiecks geht. Die Durchſchnittslinie dieſer Ebene in der 
Ebene b bildet mit der Kante, in welcher die Seitenebenen b 
und o» fich ſchneiden, den gegebenen Winkel b', die Durch— 
ſchnittslinie der Ebene mit der Ebene „ bildet mit derſelben 
Kante den Winkel c. Man ſoll den Winkel beſtimmen, wel— 
chen die Durchſchnittslinien mit einander bilden. 

Auflöſung. Der verlangte Winkel ſei X. Der Seite 
a ſtehe der Winkel 2 gegenüber. Man hat 


Cosx = Cosb’Üose’ , Sinb Sinc Cosz 
Cosa = CosbCosc + SinbSincCosz, 
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Aus der zweiten Gleichung entwickele man Cosz, und fubfti- 
tuire den Werth in der erſten; dadurch entſteht: 


Cosx = Cosb / Oose, . ene sind Sine. 


$. 237. Aufgabe. 


Ein gegebener Winkel a liege in einer gegen den Horizont 
geneigten Ebene. Die Winkel B und 7, welche feine Schenkel 
mit der Horizontalebene bilden, ſind gegeben. Man ſoll den 
Winkel x beſtimmen, den die Projectionen der Schenkel auf 
der Horizontalebene mit einander bilden. 

Erſte Auflöſung. Man denke durch den Scheitel 
punkt des Winkels a eine Ebene, welche mit der Horizontal 
ebene parallel if. Die Schenkel des Winkels u bilden mit 
dieſer Ebene ebenfalls die Winkel B und 7, und ihre Projec⸗ 
tionen auf dieſer Ebene den Winkel x. Es iſt ein körperliches 
Viereck entftanden, deſſen Seiten 8, , y, x find, und welches 
an der Seite x zwei rechte Winkel enthält. Man denke eine 
Diagonalebene, etwa die, welche durch die Kante geht, in der 
die Ebenen a und y fich ſchneiden. Das körperliche Viereck 
wird durch dieſe Ebene in zwei körperliche Dreiecke zerlegt, von 
denen das eine rechtwinklig iſt. Die Katheten des letzteren 
find y und x, die Hypotenuſe ſei y, der J gegenüberliegende 
Winkel ſei 2. Man hat alsdann 
; 1) SinySinz = Siny 

2) Cosi) Cosx = Cosy 
Cosa = CosßCosy + SinßSinyCos(90 — 2) 
oder 3) Cosa = CosßCosy + SinßSinyßBinz. 


In 3) ſubſtituire man den Werth für SinySinz aus 1) und 
den Werth für Cosy aus 2); das liefert 

Cosa = CosßCosyCosx -+- SinßSiny 
und daraus folgt 


Cosa — SinßSiny 
CosBCosy 
Addirt man hier zu beiden Seiten 1 oder ſubtrahirt man 
die Gleichung von 1 = 1, fo ergeben ſich die für die Berech— 
nung mit Logarithmen bequemeren Formeln 
6 * +PB+YCosHl—a+ß-+Y 
Coszx Bu deere 
ö osßCosy 
a 335 
N Cosg Cos 


Cosx = 
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Zweite Auflöſung. Man denke durch den Scheitel— 
punkt des Winkels eine Ebene, welche mit der Horizontal- 
ebene parallel iſt, und durch jeden Schenkel des Winkels « 
eine Verticalebene. Die Durchſchnittslinie der beiden Verti— 
calebenen ſteht in dem Scheitelpunkt des Winkels a auf jener 
Horizontalebene normal. Der Winkel, welchen die Durch— 
ſchnittslinie der beiden Verticalebenen mit dem einen Schenkel 
des Winkels a bildet, iſt 90 — 8, der, welchen fie mit dem 
anderen bildet, iſt 90 — . Die beiden Verticalebenen bilden 
den verlangten Winkel x. Oberhalb der ſchiefen Ebene, in 
welcher der Winkel à ſich befindet, liegt ein körperliches Dreieck, 
deſſen Seiten a, 90 — 8, 90 — 1 find, und welches den Winkel 
x enthält, der Seite gegenuͤber. Aus dieſem Dreieck hat 
man die Gleichung 

Cosa = Cos (90 — 8) Cos(90 - 
—- Sin(90 — 8) Sin(90 — Y)Cosx 
oder Cosa = SinßSiny ＋ CosßCosyCosx 
und hieraus 
Cosa — SinßSiny 

CosßCosy 
Dies iſt der bereits oben gefundene Ausdruck, welcher noch 
reducirt worden. 


Cox = 


$. 238. Aufgabe. 


Die Punkte A, B, C Fig. 24. befinden ſich in einer hori— 
zontalen Ebene. Der Punkt D liegt oberhalb dieſer horizon— 
talen Ebene. Die Projection des Punktes D auf der horizon— 
talen Ebene iſt E. Aus dem Punkte D ſeien die Winkel ADB, 
BDC und ADC, welche beziehlich durch a, b, o bezeichnet ſind, 

emeſſen. Die Lage der Projection E in der horizontalen 
bene iſt unbekannt. In der horizontalen Ebene ſeien ferner 
die einen oder die anderen Stücke gemeſſen, welche wir noch 
beſonders feſtſetzen werden. Man ſoll jedesmal die Lage der 
Punkte A, B, C, D, E zu einander beſtimmen. 

I. Es ſeien noch gemeſſen die Winkel BAC und CAD, 
und die Seite AB. Ueberhaupt ſind alſo in dem gegenwärti— 
gen Fall gegeben die Stücke a, b, o, e, f und AB. 

Auflöſung. 1) Aus den drei Seiten a, b, o läßt fich 
der Winkel 6 des körperlichen Dreiecks berechnen. Dieſer 
Winkel iſt gleich 2. Und da e und k gegeben find, fo kann 
man die Seite d des körperlichen Dreiecks finden, deſſen Sei— 
ten d, e, f find. 

2) Von dem ebenen Dreieck ABD iſt jetzt die Seite AB, 
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der Winkel BAD und der Winkel ADB bekannt. Daher kann 
man berechnen die Seiten AD und BD, und den Winkel ABD. 

3) Von dem ebenen Dreieck ACD kennt man hiernach die 
Seite AD, den Winkel CAD und den Winkel ADC. Man kann 
daher finden die Seiten AC und CD und den Winkel ACD. 

4) Aus dem Dreieck BDC, von welchem man die Seiten 
BD und CD, und den Winkel BDC kennt, laſſen ſich die 
Seite BC finden und die beiden andern Winkel des Dreiecks. 
Auch das Dreieck ABC iſt vollſtändig gegeben. 

5) Aus dem körperlichen Dreieck, deſſen Seiten d, e, f 
find, berechne man den Winkel 2. ' 

6) Man fälle die Normale DF auf AB und ziehe FE. 
Der Winkel DFE ift . Es ift ADSind = DF, und DFSinp 
= DE, daher 2 

DE = Ab SindsSinp. 


7) Aus den rechtwinkligen Dreiecken ADE, BDE und 
CDE, von welchen man die Hypotenuſen und die gemeinſchaft— 
liche Kathete DE kennt, findet man endlich die Stücke AE, 
BE und CE. 

Dann iſt aber alles bekannt, welches erforderlich iſt, die 
Lage der Punkte A, B, C, D, E zu einander zu beſtimmen. 


II. Es ſeien noch gemeſſen die drei Seiten des Dreiecks 
ABC und der Winkel BAD. 


Auflöſung. 1) Von dem Dreieck ABD find die Seite 
AB, der Winkel BAD und der Winkel ADB bekannt. Man 
kann daher berechnen AD, BD, den Winkel ABD. 

2) Aus dem körperlichen Dreieck, deſſen Seiten a, b, o 
find, entnehme man den Winkel 7. Dieſem iſt u gleich. 

3) Von dem körperlichen Dreieck, deſſen Seiten k, I, m 
find, kennt man die Seite k, die Seite m, und den Winkel p. 
Daher kann man die Seite! finden, auch den Winkel p, wel— 
chen die Linie BD mit ihrer Projection BE bildet. 

4) Aus dem rechtwinkligen Dreieck BDE, von welchem 
BD und p bekannt find, entnehme man DE und BE. 

5) Aus dem Dreieck BDO findet ſich CD. 

6) Aus ADE findet man AE und aus ODE noch CE. 

III. Es ſeien noch gemeſſen die Seite AB und die Win- 
kel DAE, DBE und DCE, welche beziehlich durch 8, p, r be— 
zeichnet ſein mögen. 

a 1) Man hat 


§. 239. Körperliche oder ſphäriſche Trigonometrie. 141 


3 
Sin 
AB? — AD? ＋ BD? — 2AD -. BDCosa = 


7 BR, SDE © DET DR, 

— Sins? 7 Sinn? Sins Sing 

Sind? ＋ Sins! — 2SinsSinpCosaDE’ 

= Sins*Sinp® 

und hieraus folgt 
DE = ABSinsSinp 

Vins! + Sing? — 2SinsSinpCosa 

2) Vermittelſt DE und der gegebenen Winkel 8, b, d 
findet man AE, BE, CE, CD, 

3) Aus AD, CD und o» findet man 40, und vermittelft 
BD, CD und b die Seite BC. 

Dieſe Aufgabe hat in der Feldmeßkunſt Intereſſe. Sie 
geftattet viele andere Fälle, je nach den Stücken, welche au— 
ßer den Winkeln a, b, e gegeben find. Die Aufgabe läßt ſich 
dahin erweitern, daß zwei oder mehr Punkte außerhalb der 
horizontalen Ebene gebraucht werden, und mehr als drei Punkte 
in der horizontalen Ebene. 


$. 239. Aufgabe. 


Man nehme Fig. 25 die Linien DE und DF normal auf 
einander an, und die Linie DG normal auf einer jeden der 
beiden Linien DE und DF. Die Lage einer Ebene GLM ift 
beſtimmt durch die Stücke a, b, o; die Lage einer zweiten 
Ebene HFE durch die Stücke n, p, q: man ſoll den Winkel 
x beſtimmen, welcher von dieſen Ebenen gebildet wird. 

Auflöſung. Man betrachte zuvörderſt das körperliche 
Dreieck, deſſen Kanten die Linien VS, VII und VM find. Die 
Seite MVH deſſelben ſei y; ihr gegenüber liegt der Winkel x. 
Die beiden anderen Winkel des Dreiecks liegen an den Kan— 
ten VH und VM. Buchſtaben zu erſparen, ſollen dieſe Win— 


kel beziehlich durch VH und VM bezeichnet werden. Es iſt 
alsdann ; 


Cosx = — CosVHCosVM + SinVHSinVMCosg 
oder 
1) Cosx = [— 1 TgVHTgVMCosp]CosVHCosVM. * 


Man betrachte ferner das körperliche Dreieck, deſſen Kanten 
die Linien HD, HE, HF find. Dies Dreieck iſt an der Kante 
HD rechtwinklig; es enthält den Winkel VII; die ihm gegen— 
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überſtehende Kathete DHF ſei 2, die ihm anliegende Kathete 
DHE ſei z. Es iſt nach g. 219 j 
TgVHSinz = Tgz. 


Hieraus folgt- 


er 
TEYN = Sinz 
Es erhellet leicht, daß 
EEE 4 
* n 
ER . p 
ift, und es ift Sinz = HE 
oder Sin e 
Yn’+p’ 
Die Werthe für 182 und Sinz ſubſtituire man, das 
liefert 285 
9) IVI Wu - 
8 * np 
Bekanntlich ift : 
Cos = ——— 
Yı+Tg! 
daher folgt 
3) CosVH = ———— 
yn’p®-Hn’g’+-p*g 


Man betrachte noch das körperliche Dreieck, welches die 
Linien GD, GM und GL zu Kanten hat. Dies Dreieck iſt 
an der Kante GD rechtwinklig; es enthält den Winkel VM; 
die Kathete DGL, welche dem Winkel VM gegenüberſteht, ſei k, 
die andere Kathete DEM ſei t. Es iſt 


TgVMSint = Tgt 


alfo er 
. 
Dabei iſt h 
. 139 
x TS & 5 
e b 
und Sint — GM 
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E 
Va! Ab? 
1 Die Werthe für Tgt' und Sint ſubſtituire man; das 
iefert 


oder Sint 


. 
4 TgVM = ab 
und hieraus findet ſich 
5) Be ee 
Va”’b’-ta?c?-+b?ec? 
Endlich ift b 8 
Cosy = CosGVH = - Cos(z t) 
oder Cosy = — [CoszCost + Sinz$int], 
Es iſt aber 
Sint 3 Cost — 2 
\ Va! b? Va’-+-b’ 
Sinz = 1 EBEN Cosa 
Vn Ap! Vns fps 
folglich, wenn man ſubſtituirt 
6) Cosy = n 
Y(a® +b*)(n’-+p?*) 


Die Werthe aus 2) 3) 4) 5) 6) fubftituire man in 1). 
Dadurch entſteht 


eqy(a®+b?’)(m’-+-p?) ban A bp) 
er 
abıpp 
abnp-acnqꝗ-bepq N | abnp 
aan ab ae bc) p Tn dp.) 
oder 
Co abnp + aeng E bepgꝗ 


www.rcin.org.pl - 


Sechstes Kapitel. 


Von den ſphäriſchen Figuren. 
8. 240. 


Man ſtelle ſich eine Kugel von einem beliebigen Halbmeſſer 
vor, und ein körperliches Dreieck, deſſen Spitze im Mittelpunkt 
der Kugel liegt. Die Seitenebenen des körperlichen Dreiecks 
ſchneiden die Kugelfläche in drei Bogen größter Kreiſe. Der 
Theil der Kugelfläche, welcher von dieſen drei Bogen um— 
ſchloſſen iſt, heißt ein ſphäriſches Dreieck. Die Bogen 
heißen die Seiten des ſphäriſchen Dreiecks; die Winkel 
des ſphäriſchen Dreiecks find die Winkel, welche die Tangen- 
ten bilden, die in den Eckpunkten des ſphäriſchen Dreiecks die 
Bogen (Seiten) berühren. 

Bei einem gegebenen Radius der Kugel beſtimmen ſich 
die Seiten eines ſphäriſchen Dreiecks durch die zu ihnen ge— 
hörigen Mittelpunktswinkel, und dieſe find die Seiten des koͤr⸗ 
perlichen Dreiecks; die Winkel des körperlichen Dreiecks ſind 
zugleich die Winkel des ſphäriſchen Dreiecks. 1 erhel⸗ 

let, daß alle Sätze, welche für körperliche Dreiecke gelten, auch 
für ſphäriſche Dreiecke giltig ſind, und daß die körperliche 
Trigonometrie zugleich die ſphäriſche Trigonometrie abgiebt. 

Drei größte Kreiſe einer Kugel, von welchen jeder die 
beiden anderen ſchneidet, zerlegen die Oberfläche der Kugel in 
acht ſphäriſche Dreiecke. 

Der Begriff eines ſphäriſchen Vierecks, Fünfecks u. ſ. w. 
wird ſich jetzt ohne Weiteres ergeben. ö 


§. 241. 


Eines ſphäriſchen necks je zwei benachbarte Ecken denke 
man durch gerade Linien verbunden. Die geraden Linien bil— 
den das Sehnen-neck des ſphäriſchen necks. Die Ecken des 
Sehnen-necks liegen in den Ecken des ſphäriſchen vecks. 


\ANA/\AI FTI Mr 
VVVVVV. TCM. O! 0 = pl 
1 


$. 242—244. Von den ſphäriſchen Figuren. 145 


Befinden ſich die Ecken des ſphäriſchen necks in einer 
Ebene, ſo liegt es in einem Kreiſe, d. h. ſeine Ecken liegen in 
einem Kreiſe, nämlich in dem Kreiſe, in welchem jene Ebene 
die Kugel ſchneidet. Das Sehnen-ned iſt alsdann eine ebene 
Figur, und liegt in demſelben Kreiſe. 

Jedes ſphäriſche Dreieck liegt in einem Kreiſe, denn ſeine 
drei Eckpunkte liegen ſtets in einer Ebene. 

Befindet ſich ein ſphäriſches neck in einem Kreiſe, ſo mö— 
gen die Pole und die Achſe des Kreiſes zugleich Pole und 

chſe des ſphäriſchen necks heißen. 


§. 242. 

1) Eine Kugel werde durch eine Ebene geſchnitten. Der 
Mittelpunkt der Kugel ſei M, ein Pol des Durchſchnittskreiſes 
ſei P. Durch beliebige Punkte A, B, C.“ der Peripherie des, 
Kreiſes denke man Meridiankreiſe gelegt, und es ſind die Bo— 
gen PA, PB, PC... einander gleich. 

Den Durchſchnittspunkt der Linie MP mit der Kreisebene 
bezeichne Q. Die rechtwinkligen Dreiecke MQA, MB, MC. 
ſind congruent, weil ſie in den Katheten übereinſtimmen. Da— 
her ſind die Mittelpunktswinkel zweier Bogen gleich, und des— 
halb die Bogen ſelbſt. 

2) Befindet ſich ein fphärifches neck ABC. in einem 
Kreiſe, und iſt P ſein Pol, ſo ſind die Bogen größter Kreiſe 
PA, PB, PC.. einander gleich. 

Nach 1). 

$. 243. 

Man denke eine Kugel, auf ihr ein fphärifches neck, zu 
der körperlichen Ecke, welche dem ſphäriſchen neck entſpricht, 
werde die Scheitelecke gedacht: dieſe liefert das ſphäriſche Schei— 
tel⸗ oder Vertical-neck des urſprünglichen ſphäriſchen necks. 

§. 244. 

Scheiteldreiecke liegen in parallelen Kreiſen, die alſo einer— 
lei Achſe und einerlei Pole haben, und dieſe Kreiſe find eon— 
gruent. 

Der Mittelpunkt der Kugel ſei M, die Scheiteldreiecke 
ſeien ABC und ABC, während AA’, BB’, CC’ Durchmeſſer 
find. Man denke die Sehnendreiecke ABC und A B'. Es 
it MA = MA, MB = MB’, folglich iſt AB = A, und 
AB parallel AB“. Eben fo find AC und A’C’, und BC und 
BC gleich und parallel. Hiernach find die Scheiteldreiecke con— 
gruent, und ihre Ebenen parallel. Mithin ſind auch die Kreiſe, 
in welchen ſie liegen, congruent und parallel, und die ſphäri— 
ſchen Dreiecke befinden ſich in denſelben Kreiſen. 

Wolff's Geometrie. 2. Th. 10 


www.rcin.org.pl 


146 Sechſtes Kapitel. §. 245 —247. 


$. 245. 
Sphäriſche Scheiteldreiecke ſind gleich. 3 
Die Dreiecke ſeien ABC und A C. Nach dem vorigen 
Paragraph haben ſie einerlei Pole P und P. Denkt man 
alſo Meridiankreiſe durch die Punkte A, B, C, fo gehen fie 
zugleich durch die Punkte A’, B', C'. Die Bogen PA, PB, PC 
find gleich, eben fo die Bogen PA, P’B’, PC nach S. 242. 
Nach dem vorigen Paragraphen ſind die Kreiſe, in welchen 
die Scheiteldreiecke ſich banden, congruent, ſie ſtehen deshalb 
gleich weit vom Mittelpunkt der Kugel entfernt, und daraus 
geht hervor, daß auch die Bogen PA, PB, PC gleich find 
den Bogen PA“, PB, PO. Die gleichſchenkligen Dreiecke 
PAB und P’A’B find demnach congruent, eben jo PAC und 
PAC, und PBC und PBC“, Aus der Congruenz dieſer 
Dreiecke erſieht ſich aber die Gleichheit der Scheiteldreiecke 
ABC und A BC, ſowohl wenn die Pole innerhalb derſelben 
liegen, als auch, wenn ſie außerhalb ſich befinden. 


§. 246. 


Zwei größte Kreisebenen zerlegen die Oberfläche der Ku— 
gel in vier Theile. Jeder von dieſen Theilen heißt ein ſphä— 
riſches Zweieck. Unter dem Winkel eines Iphärtfchen 
Zweiecks wird der Winkel verſtanden, welchen die größten 
Kreisebenen bilden, die das ſphäriſche Zweieck abſchneiden; 
dieſer Winkel wird auch gebildet von den Tangenten, welche 
in einem der Eckpunkte des ſphaͤriſchen Zweiecks die größten 
Kreiſe berühren. 


§. 247. Aufgabe. 


Der Radius einer Kugel fei r, der Winkel eines ſphäri— 
ſchen Zweiecks auf derſelben ſei «, man fol den Inhalt des 
ſphäriſchen Zweiecks berechnen. 

Auflöſung. Der Inhalt x des ſphäriſchen Zweiecks 
verhält ſich zur Oberfläche der Kugel wie der Mittelpunkts— 
winkel c zu AR. Daher hat man 

*: Ar! = : 360° 
und daraus folgt 


r? 


. 
Bezeichnet “ das Bogenmaaß des Winkels a, fo ver- 
hält ſich 


Hieraus iſt 


“: 2R = 4: 360. 
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180 


c 
und es entſteht, wenn man dieſen Werth ſubſtituirt, 
Br u 


$. 248. Aufgabe. 


Den Inhalt eines ſphäriſchen Dreiecks zu beftimmen, 
deſſen Winkel a, 8, 7 find in Graden, und das auf einer Ku— 
gel liegt, deren Radius r ift. 

Auflöfung. Es ſei Fig. 26 ABC das ſphäriſche Dreieck. 
Es iſt nach dem vorigen Paragraph 


2 
1 ABC ABC — 90 
2 
2 ABC ABC = na 
Ferner ift ; 
ABC+ABC = 90 - 


Die beiden körperlichen Dreiecke ABC’ und A’B’C find 
nach $. 245 gleih. Daher ift auch 
mt r 
3) ABC EAN = g 
Die Summe der Gleichungen 1) 2) 3) iſt 
2ABC -H (ABC-HA'BC-HAB’C-HA'B’C) = Les, 
Die Summe, welche in der Klammer ſteht, macht die Halb— 


kugel aus, demnach iſt 
2430 ＋ Ar! — Ste Hm. 


und hieraus folgt 


— *+P+1— 180 
AB 180 


Sind «, 8, Y in Bogenmaaß die Winkel des ſphäriſchen 
Dreiecks, und drückt man hierdurch den Inhalt aus, ſo er— 
giebt ſich . 0 

( BT - )r“. 
§. 249. 


Die Differenz a = 1 180 nennt man den Exceß; 
und es füllt in die Augen, daß es ſich bei der Inhaltsbeſtim— 
10 * 


r*, 
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mung ſphäriſcher Dreiecke nur um den Radius der Kugel und 
den Exceß handelt. 
§. 250. Aufgabe. 


Von einem ſphäriſchen Dreieck ſind zwei Seiten a und b 
und der eingeſchloſſene Winkel J gegeben; man ſoll den Exceß 
beſtimmen. 

Auflöſung. Nach Gauß Gleichungen iſt: 

y Cos+{a—b) 

1 ee Er 2 

Sint{a+ß) = Opal Coszy 
Cos+(a-+-b) 
1 3 

Wee Cos+e 

die erftere werde mit Cos+y, die andere mit Sing multiplicirt, 

und wenn man alsdann addirt, fo entfteht: 


8 Cos: (a- ＋ b) Sing Cos g(a-b) Cos 
Sina +p +9) = LTD ah (a-b)Coszy 
2 
oder, wenn man rechts auflöſt, 
4aCos! in LaSin! 
A) Sing (a- g- =f) = ne. 
0820 
Ferner werde die erſte der oberen Gleichungen mit Sinz u, die 


andere mit Cos+y multiplicirt, und darauf die erftere von der 
anderen ſubtrahirt, das liefert 


Cosz(a b) — Cos: sQ@—b) 


Sing a 


Costa +P+Y = RR - SintyCosty 
oder: SintaSinib$;i 
intaSintbSin 
B) Cos ( + B-+ » 5 Cos re _. 
Aus B) und A) folgt: a 
Re, Pe ee! 
C) Cotgaca EB = Cotg+aCotg}b + Cos) 


Nun ift 

Sint(a EB 180) = — Cost(a+ß-+Y) 
Cost(a+ß-+Y— 180) = Sins(a -B 

alſo T0 a -B- 180) = — Cotgzla+ß-+Y). 

Die letzte Formel wende man auf O) an, das liefert 


Siny 
1 „ EEE 
Tea Pt 180) = otgraCotg rb F G05, 
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und hierdurch iſt der Exceß vermittelſt zweier Seiten und des 
eingeſchloſſenen Winkels gegeben. 
§. 251. Aufgabe. 
Von einem ſphäriſchen Dreieck ſind die drei Seiten a, 
b, o gegeben, man fol den ſphäriſchen Exceß beſtimmen. 
Auflöſung. Man bemerke, daß 
Cosg y = — Sint(y— 180) 
Sin$y = Cos}(y— 180) 
Nach Gauß Gleichungen iſt 
Sing (a8): Coszy = Üos}(a— b): Cosge 

daher 

Sinz(@-+-ß)-—-Coszy Cosg(a — b) — Ooszc 

Sin (a E) F Cos Cos: (a b) TF Costc 
oder 
Sinz(a+P)+Sinz(y— 180) Cosg(a -b) — Cosge 
Sinz (a- =) — Sinz 180) Cos: (a — b) + 99285 
oder 

f Sint(a ing(a + B+r— 180) Cos ca ER 14180) 180) 
) Cosg(a PB P- 1800 Sme(a EF 180) 
Sint (a —b -E) Sing(— a Eb) 
Cos (a — b+ c)Oost(—a+b-+ ec) 
demer iſt nach Gauß Gleichungen 
Cosz(a-+ 8): Sinz y = Cos g(a ＋ b): Cosge 

daher 
Cos g- 180) — Cos: (a -g) Cosge— Cosz(a-+b) 
Cos+(y-— 180) -+Cos}(a+ß) ° Costc-+Cost(a--b) 
oder 


2 Sina + BY —180)8in Kay 180) 
) Cost ( 9180) Cos r (aG 51 — 177180) 
Sinz (a b ge) Sing(a b — c) 
— Cost(a-+b-+ c)Cost(a+ b—e) 
Das Product der Gleichungen 1) und 2) liefert: 
Sa- BIA 180) 
C 
Dies iſt die L'Huilierſche Formel. 
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$. 252. Aufgabe. 


Es find die Winkel eines ſphäriſchen necks gleich a, g, 
1, 8 in Graden gegeben, und der Radius er der Kugel, auf 
welcher das ſphäriſche neck liegt, man ſoll den Inhalt des 
necks beſtimmen. 

Auflöſung. Man zerlege das ſphäriſche neck durch 
Diagonalen in ſphäriſche Dreiecke; dabei findet ſich der In— 
halt gleich 

at tr + 2180 , 
180 3 


Und find die Winkel eines fphärifchen necks in Bogenmaaß 
“, 5, J, 8, jo drückt ſich der Inhalt aus durch 


a EG! CT ++. n - rs. 
8. 253. 


Man ſtelle ſich eine Kugel von einem beliebigen Halb— 
meſſer vor, und ein körperliches neck von gleichen Seiten und 
gleichen Winkeln, deſſen Spitze im Mittelpunkt der Kugel liegt. 
Das körperliche neck ſchneidet auf der Kugelfläche ein ſphäri— 
ſches neck ab von gleichen Seiten und gleichen Winkeln, und 
dies ſphäriſche neck wird ein reguläres ſphäriſches neck ge⸗ 
nannt. 

Die Eckpunkte eines regulären ſphäriſchen necks liegen 
in einer Ebene, alſo in der Peripherie eines Kreiſes. Iſt da- 
her ABC. ein reguläres fphärifches neck, P fein Pol, fo find 
die Meridianbogen PA, PB, PC. einander gleich, die gleich- 
ſchenkligen Dreiecke APB, B PC., find congruent, ihre Winkel 
am Pol gleich, und die Bogen PA, PB, PC.. halbiren die 
Winkel des regulären ſphäriſchen necks. Und umgekehrt, ſind 
die Meridianbogen PA, PB, PO einander gleich, und bilden 
je zwei auf einanderfolgende einerlei Winkel, ſo iſt das ſphä— 
riſche neck ABC. ein reguläres. 

Das Sehnen⸗-neck eines regulären ſphäriſchen necks iſt 
ein reguläres neck. 


8. 254. Aufgabe. 


Die Seite eines regulaͤren ſphäriſchen necks ſei a, man 
ſoll den Winkel des regulaͤren ſphäriſchen necks finden. 

Auflöſung. Das reguläre ſphäriſche neck ſei BODE---, 
der Pol deſſelben ſei PD. Man denke die Bogen größter Kreiſe 
PB, PC. Jeder Winkel des regulären ſphäriſchen necks ſei x. 
Aus dem ſphäriſchen Dreieck BPC hat man die Proportion: 


WWwWw.rcin.ora. pl 
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SinP C: Sina = Sin : Sind 

Man theile den Winkel BPC durch den Bogen eines größten 
Kreiſes in zwei gleiche Theile. Der Bogen theilt zugleich die 
Seite a, welche dem Winkel BEO gegenüber ſteht, in zwei 
gleiche Theile, und ſteht auf derſelben normal. Es entſtehen 
zwei rechtwinklige ſphäriſche Dreiecke, von welchen das eine 
den Bogen PC zur Hypotenuſe hat. Aus dieſem Dreieck iſt 
Kue N 

n 2 

Aus der oberen Proportion folgt 


Sinp Sin 8 —Siwasin g 


oder 
rt n Cos Sin 
n n 2 2 2 7 
Dieſe Gleichung werde durch die obere dividirt, das liefert 


„ a We 
Cos — Cos 3 Sing 


und daraus iſt 


180 

15 Cos a 
er ” Cos = 
2 


§. 255. Aufgabe. 
Der Winkel eines regulären ſphäriſchen necks ſei a, man 
ſoll die Seite des regulären ſphäriſchen necks beſtimmen. 
Auflöſung. Die Seite ſei y. Dann iſt nach der Auf— 
löſung im vorigen Paragraphen 


1 Cos —- 

Sin re} 
2 y 
Cos 2 
989 

und daraus folgt 

Wen =, 
y Cos * 
Cos 2 — — —— 
2 Jin % 
Nr 
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§. 256. Aufgabe. 

Es iſt der Winkel a eines regulären ſphäriſchen necks in 
Graden und der Radius r der Kugel gegeben, man ſoll den 
Inhalt des regulären ſphaͤriſchen necks beſtimmen. 

Auflöſung. Der Inhalt drückt ſich aus durch 

na (n — 2) 800 
180 


$. 257. Aufgabe. 


Man fol den Winkel eines regulären ſphäriſchen necks 
beſtimmen, welches den gten Theil der Kugelfläche ausmacht, 
auf welcher es gedacht wird. , 

Auflöſung. Der Winkel des regulären ſphäriſchen necks 
ſei x, der Radius der Kugel ſei y. Nach dem vorigen Para⸗ 
graph drückt ſich der Inhalt des regulären ſphäriſchen necks 
aus durch 

nx — (n — 2) 180 

8 180 


ei Oberfläche der Kugel ift Any’, daher hat man die Glei— 
ung 


2 


2 


8455 


nx — (n — 2) 180 
K 9 
und aus derſelben folgt 


W 1650 


720° n—2, 
X 2 5 . 
§. 258. Aufgabe. 


i Man fol ein reguläres ſphäriſches Dreieck beſtimmen, 
welches dergeſtalt wiederholt auf die Kugelfläche getragen wer— 
den kann, daß die Kugelfläche vollſtändig bedeckt wird. 
Auflöſung. Man denke das Dreieck auf die Kugel— 
fläche getragen. Die Kugelfläche iſt dann durch ein Netz be— 
deckt, welches aus lauter congruenten regulären fphärtfchen 
Dreiecken beſteht. In jedem Knoten des Netzes ſtößt dieſelbe 
Anzahl von Dreiecken zuſammen: denn die Summe aller Win- 
kel um einen Knoten beträgt vier rechte Winkel, und da die 
Dreiecke congruent und gleichwinklig ſind, ſo ſind immer gleich 
viele der Winkel erforderlich, um vier rechte Winkel zu bilden. 
Bezeichnet daher x den Winkel des gleichſeitigen Dreiecks, und 
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iſt y die Anzahl der Dreiecke, welche in jedem Knoten zuſam— 
menſtoßen, ſo iſt 
360 
1) x = —., 
y 


Iſt ferner 2 die Anzahl der Dreiecke auf der Kugelfläche, fo 
iſt nach dem vorigen Paragraph 


xð — = + 3180 
oder 2) N28 = + 60. 
Aus 1) und 2) folgt 
8 + 60 = 2 
Hieraus ergiebt fich 
4y + yz = 62 
55 


In dieſer diophantiſchen Gleichung repräſentirt y alle 
diejenigen poſitiven ganıen Zahlen, für welche z eine pofitive 
ganze Zahl wird. Daher kann y fein 

„ 
und dann iſt z beziehlich 
2, 4, 8, 20 
und x 
180°, 120, 90, 726. 

Die Aufgabe liefert alſo vier Auflöſungen. Die erſte Auf: 
löſung iſt unzuläſſig, denn das reguläre ſphäriſche Dreieck, von 
welchem jeder Winkel 180° hat, iſt die Halbkugel. Die übri— 
gen Auflöſungen ſind zuläſſig. Es giebt daher drei verſchiedene 
reguläre ſphäriſche Dreiecke, welche der Aufgabe genügen, und 
man kann die Kugelfläche mit drei verſchiedenen Netzen be— 
decken, deren jedes aus congruenten gleichſeitigen ſphariſchen 
Dreiecken beſteht. Jeder Winkel des erſten Dreiecks iſt 120°; 
das Netz enthält dabei vier Dreiecke, und in jedem Knoten 
deſſelben ſtoßen drei Dreiecke zuſammen. Jeder Winkel des 
zweiten regulären ſphäriſchen Dreiecks iſt 90“; das Netz aus 
dieſem Dreieck enthält acht Dreiecke, und in jedem Knoten 
des Netzes ſtoßen vier Dreiecke zuſammen. Jeder Winkel des 
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dritten regulären ſphäriſchen Dreiecks hat 72“; das Netz be⸗ 
ſteht aus zwanzig Dreiecken, und in jedem Knoten ſtoßen fünf 
Dreiecke zuſammen. 


$. 259. Aufgabe. 


Man ſoll ein reguläres ſphäriſches Viereck beſtimmen, 
welches dergeſtalt wiederholt auf die Kugelfläche getragen wer— 
den kann, daß die Kugelfläche vollſtändig bedeckt wird. 

Auflöſung. Es bezeichne * den Winkel des ſphäriſchen 
regulären Vierecks. Die Anzahl der Vierecke, welche in jedem 
Knoten auf der Kugelfläche zuſammenſtoßen, ſei y. Alsdann 
360 
1 x 2 — 

1 5 


Es bezeichne ferner 2 die Anzahl der regulären ſphäriſchen 
Vierecke auf der Kugelfläche. Dann iſt nach §. 257 


oder 2) x= — 9%. 
Aus 1) und 2) folgt 


2 ＋ yz = 42 
27. 
4—y 
Dieſer diophantiſchen Gleichung gemäß kann y fein 
2 oder 3 


und dann iſt 2 beziehlich 
2 oder 6. 


Die erſte Auflöſung tft unbrauchbar, denn, wenn y gleich 
2 iſt, wird x gleich 180° und das reguläre ſphäriſche Viereck, 
bei welchem jeder Winkel 180“ mißt, iſt die Halbkugel. Die 
andere Auflöfung iſt brauchbar. Für y= 3 ergiebt ſich x 
— 120°. Das Netz, welches aus dieſem regulären ſphäriſchen 
Viereck gebildet iſt, und die Kugelfläche bedeckt, enthält ſechs 
reguläre ſphäriſche Vierecke, und in jedem Knoten des Netzes 
ſtoßen drei der regulären ſphäriſchen Vierecke zuſammen. Es 
giebt nur ein Netz, welches aus regulären Vierecken beſteht. 
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§. 260. Aufgabe. 

Man ſoll ein reguläres ſphaͤriſches Fünfeck beſtimmen, 
welches dergeſtalt wiederholt auf die Kugelfläche getragen wer— 
den kann, daß die Kugelfläche vollſtändig bedeckt wird. 

Auflöſung. Den Winkel des regulären ſphäriſchen 
Fünfecks bezeichne x, die Anzahl der Fünfecke, welche in jedem 
Knoten auf der Kugelfläche zuſammenſtoßen, ſei y, die Anzahl 
der . ſphäriſchen Fünfecke, welche erforderlich iſt, die 


Kugelfläche zu bedecken, ſei 2. Alsdann iſt 
1) X won 
y 
und nach S. 257 
720 
x 2 3180 
144 
oder 2) * ö 108. 
Aus den Gleichungen 1) und 2) folgt 
; 4 
— = -F 108 


und hieraus ergiebt fich 


1 


Dieſer diophantiſchen Gleichung entſprechend kann y fein 

i 2 oder 3 

und dabei iſt z beziehlich 
2 oder 12. 


Die erſten Werthe ſind unbrauchbar. Die andern liefern 
ein brauchbares reguläres ſphäriſches Fünfeck. Jeder Winkel 
deſſelben iſt 120. Das Netz, welches aus dieſem Fünfeck 
gebildet iſt, und die Kugelfläche bedeckt, enthält zwölf reguläre 
ſphäriſche Fünfecke, und in jedem Knoten des Netzes ſtoßen 
drei Fünfecke zuſammen. Es giebt kein zweites aus regulären 
Fünfecken gebildetes Netz. 

§. 261. 

Wir haben in den letzteren Paragraphen die regulären 
ſphaͤriſchen Dreiecke ermittelt, aus welchen ſich Netze für die 
Kugelfläche bilden laſſen, und das reguläre ſphäriſche Viereck, 
jo wie das reguläre ſphaͤriſche Fünfeck beſtimmt, welches zu 
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demſelben Zwecke dienen kann. Aus regulären ſphäriſchen 
Vielecken, welche mehr als fünf Seiten haben, können keine 
Netze für die Kugelfläche gebildet werden. In jedem Knoten 
des Netzes nämlich müſſen wenigſtens drei von den Vielecken 
zuſammentreffen. Deshalb darf der Winkel des regulären 
ſphäriſchen Vielecks nicht größer ſein als 120”. Der Winkel 
eines regulären ſphäriſchen necks, welches den qten Theil der 
Kugelfläche ausmacht, iſt nach §. 257 


ng n 

720° 5 

aa 180 — 1 180 
und iſt n gleich 6 oder größer als 6, fo machen bereits die 
beiden letzten Summanden 120° aus oder mehr. Und daraus 
erhellet, daß reguläre ſphäriſche Vielecke von mehr als fünf 
Seiten keine Netze für die Kugelfläche abgeben können. 


$. 262. Aufgabe. 
Der Radius einer Kugel fei r, die Seiten eines ſphäri— 
ſchen Dreiecks auf derſelben ſeien a, b, e; man ſoll die cor— 
reſpondirenden Seiten a’, b“, „, des Sehnendreiecks beſtimmen. 


Auflöſung. Es iſt, wie leicht in die Augen fällt, 


oder 


a 2rsin 
b = 2rSin- 
e= 2rsin 


Vermittelſt dieſer Reſultate kann man, wenn der Radius 
der Kugel und beſtimmende Stücke des ſphäriſchen oder des 
Sehnen-Dreiecks bekannt find, alle Stücke des anderen Dreiecks 
berechnen. 

Sind zwei ſphäriſche Dreiecke einer Kugel congruent, ſo 
ſind es auch ihre Sehnendreiecke, und umgekehrt. 


$. 263. 


Iſter der Radius einer Kugel, a die Seite eines regulä- 
ren ſphäriſchen necks auf dieſer Kugel und a' die Seite des 
Sehnen⸗necks, fo iſt 


a 2rSin q 
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Sind zwei reguläre ſphäriſche necke derſelben Kugel con— 

gruent, fo find es auch ihre Sehnen-necke, und umgekehrt. 
§. 264. 
Uebungsbeiſpiele. 

1) Die drei Winkel eines ſphäriſchen Dreiecks ſeien 54“ 
17, 63° 19° und 67° 28°, der Radius der Kugel meſſe 7 Fuß, 
wie groß iſt der Inhalt des ſphäriſchen Dreiecks? 

433307 Quadratfuß. 

2) Die drei Winkel eines ſphäriſchen Dreiecks ſeien 81“ 

12°, 120° 20° und 79° 51’, der Halbmeſſer der Kugel ſei 


860 Meilen; welches iſt der Inhalt des ſphäriſchen Dreiecks? 
1541045,352 Quadratmeilen. 
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Von den Polyedern. 


J. Allgemeine Geſetze. 
§. 265. 


Jeder Körper, welcher nur von Ebenen begraͤnzt iſt, er 
ein vielediger Körper oder ein Polyeder. 


$. 266. 


Bei jedem Polyeder ift die Anzahl der ebenen Winkel 
auf ſeiner Oberfläche doppelt ſo groß als die Anzahl der 
Kanten. 

Jede von den geradlini ten Flächen, welche den Körper 
begränzen, hat eben ſo viele Winkel als Seiten. Die Anzahl 
aller ebenen Winkel auf dem Körper iſt demnach gleich der 
Anzahl aller Seiten der Begraͤnzungsflächen. Jede Kante des 
Körpers iſt gemeinſchaftliche Seite zu zweien ſeiner Begrän⸗ 
zungsflächen. Die Anzahl aller Seiten der Begränzungsflä- 
chen iſt daher das Doppelte von der Anzahl aller Kanten des 
Körpers; und da die Anzahl der Winkel gleich iſt der Anzahl 
der Seiten, ſo iſt auch die Anzahl der ebenen Winkel auf der 
* des Körpers das Doppelte von der Anzahl feiner 

anten. 


$. 267. 
Die Anzahl der ebenen Winkel auf der Oberfläche eines 
Polyeders iſt jedesmal eine gerade Zahl. 
Denn ſie iſt das Doppelte von der Anzahl der Kanten. 
§. 268. 


1) Iſt ein Polyeder von lauter Dreiecken begränzt, oder 
von lauter Fünfecken, oder Siebenecken u. ſ. w., ſo iſt die An— 
zahl ſeiner Begränzungsflächen gerade. 
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Denn wäre ſie ungerade, ſo würde auch die Anzahl der 
ebenen Winkel auf der Oberfläche des Polyeders ungerade 
ſein, da die Anzahl dieſer Winkel gleich iſt dem Product aus 
jener ungeraden Zahl in 3, 5, 7, u. ſ. f., und das Product 
zweier ungeraden Zahlen ungerade ausfällt. 


2) Iſt jede der Figuren, welche ein Polyeder begränzen, 
von ungerader Seitenzahl, ſo iſt die Anzahl der Begränzungs— 
flächen gerade. 


Sind An +1, Mt, 2n“ - 1, die Seitenzahlen der 
Begränzungsflächen, und iſt die Anzahl der Begränzungsflä— 
chen », ſo iſt die Anzahl der ebenen Winkel auf der Oberfläche 
des Polyeders gleich 

An EMW) Ev 
und da dies eine gerade Zahl fein muß, fo iſt v, d. h. die An⸗ 
zahl der Begränzungsflächen, eine gerade Zahl. 


3) Iſt ein Polyeder begränzt durch p Flächen von gerader 
Seitenzahl und durch » Flächen von ungerader Seitenzahl, ſo 
iſt v eine gerade Zahl. 


Sind 2m, 2m’, 2m“. die Seitenzahlen der Begrän⸗ 
zungsflächen von gerader Seitenzahl, und in E!, Zu t, 
An“ 4 1. die Seitenzahlen der Begränzungsflächen von un— 
gerader Seitenzahl, ſo iſt die Anzahl der ebenen Winkel auf 
der Oberfläche des Polyeders gleich 


24m m! m” —— —.—1 — 2%(n + n n“ ——. - v 


und da dies eine gerade Zahl ift, fo muß » gerade fein. 


§. 269. 


Bezeichnet k die Anzahl der Flächen, welche ein Polyeder 
begränzen, k die Anzahl der Kanten, e die Anzahl der Ecken 
des Polyeders, ſo iſt 


fte=k+2, 


Man ſtelle fich ein Netz von zuſammenhängenden ebenen 
Figuren vor, welche entweder in einer Ebene liegen oder nicht. 
Die Anzahl der ebenen Figuren ſei f’, die Anzahl der Kanten 
k, die Anzahl der Ecken ei. Man ſtelle ſich vor, daß zu dem 
Netz eine ebene Figur von x Seiten gefügt werde, und dieſe 
mag y Seiten mit dem Netz nicht gemein haben. Die Figur 
hat dann mit dem Netz y— 1 Ecken nicht gemeinſchaftlich. 
Die Anzahl der ebenen Figuren des neuen Netzes fer ek“, die 
der Kanten k“, die der Ecken e“. Alsdann iſt 
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Yu! e 41 
2) k“ K ＋E＋y 
3) e“ S y- i. 
Man addire die Gleichungen 1) und 3), und ſubtrahire von 
dem Reſultat die Gleichung 2); das liefert 
"+e— Kk = fe k. 
Hieraus erhellet, daß der Ausdruck k“ Pe — K für alle Netze 
conſtant iſt. Bei einem Netz, welches nur eine Figur enthält, 
iſt t“ = 1, und k S e, alſo f'Pe k 2 1. Daher iſt 
für alle Netze 
f+e—K — 
oder fe =k-+1, 
Don dem Polyeder, welches f Flächen, k Kanten und 
e Ecken hat, nehme man jetzt eine Fläche hinweg. Dadurch 
erhält man ein Netz von f—1 Flächen, k Kanten, und e Ecken. 
Es iſt daher 


G- DTP = KN! 
oder fe =k-+2 
und das iſt der Satz. 

§. 270. 


Bezeichnet e die Anzahl der Ecken eines Polyeders, ſo iſt 
die Summe aller ebenen Winkel auf der Oberfläche des Polye— 
ders gleich (e — 2) AR. 


Die Seitenzahlen ,der einzelnen Seitenflächen des Polye- 


ders ſeien n, n“, n“, n“. Die Summe aller ebenen Win— 
kel auf der Oberfläche des Polyeders iſt alsdann 
(n — 2) 2R + (n’ — 2) 2R C m’ — Y2R-+ 


oder, wenn unter k die Anzahl der Flächen des Polyeders 
verſtanden wird, 
In Nn“ Rn“ . . 2f]2R. 
Es iſt nnn“. die Anzahl aller ebenen Winkel auf 
dem Polyeder, und da dieſe nach §. 266 2k iſt, unter k die 
Anzahl der Kanten verftanden, fo iſt der obere Ausdruck gleich 
(K- f) AR. 

Aus dem vorigen Paragraph folgt k—f = e— 2. Dies 
ſubſtituire man, und es entſteht für die Summe aller ebenen 
Winkel auf der Oberfläche des Polyeders 

(e — 2)4R. 
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§. 271. 


Die Anzahl der ebenen Winkel auf der Oberfläche eines 
Polyeders iſt entweder gleich der dreifachen Anzahl der Be— 
gränzungsflächen, oder größer als die dreifache Anzahl der 
Begränzungsflächen. 5 

Iſt das Polyeder von lauter Dreiecken begränzt, fo iſt 
die Anzahl aller ebenen Winkel auf der Oberfläche gleich der 
dreifachen Anzahl der Begränzungsflächen. Sind nicht ſämmt— 
liche Begränzungsflächen des Polyeders Dreiecke, ſo iſt die 
Anzahl der ebenen Winkel größer als die dreifache Anzahl der 
Begränzungsflächen. Darin liegt der Satz. 


§. 272. 


Die Anzahl der ebenen Winkel auf der Oberfläche eines 
Polyeders iſt entweder eben ſo groß, oder größer als die drei— 
fache Anzahl der Ecken des Polyeders. 


Denn an jeder Ecke des Polyeders finden ſich entweder 
drei der ebenen Winkel, oder mehr derſelben. 


§. 273. g ö 


Es bezeichne, wie ſchon früher, k die Anzahl der Begrän— 
zungsflächen, K die Anzahl der Kanten, und e die Anzahl der 
Ecken eines Polyeders. 


Die Anzahl der ebenen Winkel auf der Oberfläche des 
Polyeders iſt nach §. 271 entweder eben jo groß, oder größer, 
als die dreifache Anzahl der Begränzungsflächen, und da die 
Anzahl jener Winkel das Doppelte iſt von der Anzahl der 
Kanten, fo folgt das Geſetzz 


11 


Hieraus laſſen ſich noch zwei Geſetze ableiten dadurch, 
daß man aus der Gleichung f 


f+ e= k+2 
f entwidelt und k, und die Werthe ſubſtituirt. Es ergiebt fich 
f=k—e+2 


und wenn man diefen Werth ſubſtituirt, entfteht 
% S dk 3e 6 
oder 2) 3e =k+6. 
Wolff's Geometrie. 2. Th. 11 
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Aus der Gleichung folgt ferner 


k fe 2. 
Dies ſetze man in 1) und es entſteht 
21.26 —4 S 3f 

oder 3) 2e f 4. 


Die Anzahl der ebenen Winkel auf der Oberfläche des 
Polyeders iſt ferner nach §. 272 entweder eben fo groß, oder 
größer, als die dreifache Anzahl der Ecken, und da die Anzahl 
der Winkel das Doppelte von der Anzahl der Kanten iſt, ſo 
ergiebt ſich das 1 

R = Ze. 


Hieraus ergeben 10 wiederum 1 Geſetze, indem man aus 
der Gleichung k He =k+ 2 die Ausdrücke k und e ent⸗ 
wickelt, und die Werthe ſubſtituirt. Und man findet 


5) 27 e-+4 
6) 37 k+6, 
$. 274. 


Aus den ſechs Geſetzen, welche der vorige Paragraph ent⸗ 
hält, findet ſich 8 Be FEN 


3 [Aus 1)] 
k Z 31 — 6 6) 
k O ze 4) 
k S 3e—6 —2 
e 1 4 2 3) 
„ Defense 5) 
e k ＋2 2) 
e 2 4) 
f zer 2 5) 
S 2e—4 3) 
S Ak 2 6) 
f 3 1) 
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Dieſe Reſultate liefern folgende Tabellen: 


| Wenn ge⸗ — 
geben in jo iſt nen höchſtens 
K Mr; 6 
f 
Sig e 7 | ik 
| 
ee 
k BB DR IE AR, RE WE 
e k —＋ 2 | IK 
| f ze 2 . 22e — 4 
2 — — — 
| k ze 3e—6 


Und aus dieſer Tabelle entſpringt weiter die nachſtehende für 
die möglichen Polyeder: 


11 * 
IN .OrC 9. pi 


WWW de 
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Anzahl der 
füge Kanten Ecken 
4 6 | 4 
8 5 
5 9 5 
9 TUR 2 
10 6 
x 41 7 
12 8 
11 6 
12 7 
7 13 8 
14 9 
15 10 


Ein Polyeder hat alſo wenigſtens vier Begränzungsflächen, 
wenigſtens ſechs Kanten, und wenigſtens vier Ecken. Kein 
Polyeder hat ſieben Kanten. 


Kein Polyeder kann von lauter Figuren begränzt ſein, 
welche ſechs oder mehr Seiten haben. Denn hätten alle Be— 
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gränzungsflächen ſechs oder mehr Seiten, ſo müßte die Anzahl 
der ebenen Winkel auf der Oberfläche des Polyeders S bf 
fein, alſo 2k — bt, k Z gf; während doch k Z 3f— 6, alſo 
Kk gt iſt. 

Kein Polyeder kann lauter Ecken haben, welche aus ſechs 
oder mehr Flächen gebildet ſind. Denn fänden ſich an jeder 
Ecke ſechs oder mehr Flächen, ſo wäre die Anzahl der ebenen 
Winkel auf der Oberfläche des Polyeders — be, alſo 


2k — be, k Z 3e; während doch k S 3e — 6, alſo k<3e iſt. 


II. Von den regulären Körpern. 
§. 275. 


Man ſtelle ſich eine Kugel vor, auf derſelben das Netz, 
welches vier congruente reguläre ſphaͤriſche Dreiecke enthält 
(8.258), zu jedem der ſphäriſchen Dreiecke das Sehnen-Dreieck, 
und den Körper, welchen dieſe Sehnen-Dreiecke begränzen. 
Dieſer Körper heißt ein Tetraeder. 

Das Tetraeder iſt von vier regulären congruenten Drei— 
ecken begränzt. Jede Ecke des Körpers iſt regulär und wird 
von drei Flächen gebildet. Die Anzahl der ebenen Winkel auf 
der Oberfläche des Tetraeders iſt zwölf. Die Anzahl der Ecken 
des Tetraeders iſt vier, (weil ſich an jeder drei ebene Winkel 
finden). Die Anzahl der Kanten iſt ſechs, nach §. 266. 

Das Tetraeder iſt eine dreiſeitige Pyramide. Die Kugel, 
um welche es liegt, iſt mit der, in welcher es liegt, concentriſch. 
Denn die Kreiſe, in welchen die Begränzungsflächen des 
Tetraeders liegen, ſind kleinere Kreiſe der Kugel, in welcher 
das Tetraeder ſich befindet; die Kreiſe ſind gleich, alſo gleich 
weit vom Mittelpunkt entfernt. 

Alle ebenen Winkel auf der Oberfläche des Tetraeders 
ſind gleich. — Alle körperlichen Winkel am Tetraeder ſind 
ebenfalls gleich; denn die körperlichen Ecken ſind regulär, und 
je zwei benachbarte haben einen Winkel gemeinfchaftlich. 

Jeder ebene Winkel auf der Oberfläche des Tetraeders 
beträgt 60; jeder körperliche Winkel beträgt 70°. 317 44”. 
Das Dt findet man leicht vermittelſt der Gleichung in 
6. 254. 


§. 276. 


Man ſtelle ſich eine Kugel vor, auf derſelben das Netz, 
welches aus acht regulären ſphäriſchen Dreiecken beſteht, zu 


www.rcin.org.pl 


166 Siebentes Kapitel. §. 277. 278. 


jedem der ſphäriſchen Dreiecke denke man das Sehnen⸗Dreieck, 
und dann den Körper, welcher von dieſen Sehnen-Dreiecken 
begränzt wird. Dieſer Körper heißt ein Oktaeder. 


Das Oktaeder iſt von acht regulären congruenten Dreis 
ecken begränzt. Die Ecken des Oktaeders ſind regulär, und 
jede iſt von vier Flächen gebildet. Die Anzahl der ebenen 
Winkel auf dem Oktaeder iſt 24. Die Anzahl der Ecken des 
Oktaeders iſt ſechs, die Anzahl der Kanten zwölf. 


Das Oktaeder liegt in einer Kugel, zugleich um eine 
Kugel, welche mit jener concentriſch iſt. b 


Alle ebenen Winkel auf der Oberfläche des Oktaeders ſind 
gleich und jeder beträgt 60. Alle körperlichen Winkel des 
Oktaeders find ebenfalls gleich und jeder beträgt 109° 28“ 16”. 


8. 277. 


Man ſtelle ſich eine Kugel vor, und auf der Oberfläche 
derſelben das Netz, welches zwanzig reguläre ſphäriſche Dreiecke 
enthält. Man denke die Sehnen -Dreiecke der ſphäriſchen 
Dreiecke und den Körper, welcher von dieſen Sehnen-Dreiecken 
begränzt iſt. Dieſer Körper heißt ein Ikoſaeder. 

Das Ikoſaeder iſt begränzt von zwanzig regulären con— 
gruenten Dreiecken. Jede Ecke des Ikoſaeders iſt regulär und 
wird von fünf Flächen gebildet. Die Anzahl der ebenen Win— 
kel auf dem Ikoſaeder iſt 60. Die Anzahl der Ecken des 
Ikoſaeders iſt zwölf; die Anzahl der Kanten dreißig. 


Das Ikoſaeder liegt in einer Kugel, zugleich um eine 
Kugel, welche mit jener concentriſch iſt. ö 


Alle ebenen Winkel auf der Oberfläche des Ikoſaeders 
find gleich, jeder 60° alle körperlichen Winkel des Ikoſaeders 
find ebenfalls gleich, jeder 139° 11“ 22“. 


§. 278. 


Man ſtelle ſich eine Kugel vor, und auf ihrer Oberfläche 
das Netz, welches aus ſechs regulären ſphäriſchen Vierecken 
beſteht (8. 259). Man denke den Körper, welchen die Seh- 
nen⸗Vierecke begränzen. Dieſer Körper heißt ein Heraeder, 
Würfel, Cubus. 


i Der Würfel iſt von ſechs congruenten Quadraten begränzt. 
Die Ecken des Würfels ſind regulär und jede iſt von drei 
Flächen gebildet. Die Anzahl der ebenen Winkel auf dem 
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Würfel iſt 24. Die Anzahl der Ecken des Würfels iſt acht; 
die Anzahl der Kanten iſt zwölf. 

Der Würfel liegt in einer Kugel, zugleich um eine Ku— 
gel. Beide Kugeln find concentrifch. 


Jeder ebene ſowohl als jeder körperliche Winkel des Wür⸗ 
fels iſt ein rechter. 


8. 279. 


Man ſtelle ſich eine Kugel vor, und auf derſelben das 
Netz, welches zwölf reguläre ſphäriſche Fünfecke enthält (8. 260). 
Man denke die Sehnen-Fünfecke der ſphäriſchen Fünfecke, und 
den Körper, welchen die Sehnen-Fünfecke begränzen. Dieſer 
Körper heißt ein Dodekaeder. 


Das Dodekaeder iſt von zwölf regulären congruenten 
Fünfecken begränzt. Jede Ecke des Dodekaeders iſt regular 
und gebildet von drei Flächen. Die Anzahl der ebenen Win— 
kel auf der Oberfläche des Dodekaeders iſt 60. Die Anzahl 
der Ecken des Dodekaeders iſt zwanzig, die Anzahl der Kanten 
iſt dreißig. 

Das Dodekaeder liegt in einer Kugel, zugleich um eine 
Kugel, welche mit jener concentriſch iſt. 


Jeder ebene Winkel am Dodekaeder beträgt 108“, jeder 
körperliche Winkel 116“ 33“ 54“. 


$. 280. 


Jeder Körper, welcher einem Netz auf der Kugelfläche 
zugehört, das aus congruenten regulären ſphäriſchen necken ge— 
bildet iſt, heißt ein regulärer Körper. Die fünf Körper, 
welche in den vorſtehenden Paragraphen erklärt worden, ſind 
demnach reguläre Körper. Sie ſind die einzigen, welche es 
giebt, da außer den Netzen, denen ſie zugehören, keine gebildet 
werden können. i 


§. 281. Aufgabe. 


Die Kante eines Tetraeders ſei a, man ſoll den Radius 
der Kugel berechnen, in welcher das Tetraeder liegt, den Radius 
der Kugel, um welche es liegt, den Inhalt des Tetraeders und 
die Oberfläche. 

Auflöſung. Man beſtimme zuvörderſt den Radius x 
der Kugel, in welcher das Tetraeder liegt. Zu dem Ende 
fälle man von einer Ecke P des Tetraeders eine Normale auf 
die gegenüberſtehende Seitenebene. Die Normale trifft dieſe 
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Seitenebene in ihrem Mittelpunkt M, und geht durch den 

Mittelpunkt der Kugel. Man ziehe nach einer Ecke B der 

Seitenebene die gerade Linie MB und verlängere PM bis zum 

Durchſchnitt Q mit der Kugelfläche. Alsdann verhält ſich 
PM: MR = MB:MQ 


oder, da M = 2x — PM iſt, 
i PM: MB = MB: 2x— PM, 
MB PM? 


Es iſt MB zwei Drittel von der Höhe der Seitenebene. Die 
Höhe iſt gleich 773, daher ist dn = 3. 


Es iſt PM? — PB? — MB: 
* a’ — 23 
„ 
a 
PM 1 
Dieſe Werthe ſubſtituire man oben, und es entſteht 
* * 4. 


Der Radius y der Kugel, um welche das Tetraeder liegt, 
iſt gleich PM — x. Daher tft 


a 
y = 19/9. 


Der Inhalt des Tetraeders iſt der dritte Theil des Pro— 
ducts aus der Seitenebene und PM, daher gleich 


4 3 
19V? 


Die Oberfläche des Tetraeders ift 
478. 


§. 282. Aufgabe. 


Die Kante eines Oktaeders ſei a, man ſoll den Radius 
der Kugel berechnen, in welcher das Oktaeder liegt, den Ra— 
dius der Kugel, um welche es liegt, den Inhalt des Oktaeders 
und ſeine Oberfläche. | 

Auflöſung. Es werde zuerft der Radius x der Kugel 
berechnet, in welcher das Oktaeder liegt. Irgend eine Ecke 


. 
\/\A/IN/ rein 
WWW .FCIN: . 
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des Oktaeders ſei P. Die vier Ecken, welche zunächſt an P 
liegen, ſeien 8, C, D, G. Die Ecke P iſt regulär, und die 
Bogen größter Kreiſe PB, PC, PD, PG find gleich. Daraus 
erhellet, daß BEDG ein Quadrat iſt, und P der Pol feiner 
Durchſchnittsebene. Man fälle von P eine Normale auf das 
Quadrat. Die Normale trifft den Mittelpunkt M des Qua- 
drats und geht durch den Mittelpunkt der Kugel. Man 
verlängere PM bis zum Durchſchnitt Q mit der Kugelfläche 
und ziehe MB. Alsdann verhält ſich 


PM: MB = MB: M 
oder PM: MB = MB: 2X — PM 
MB. --PM® 
und es folgt * PN 


Die Seite des Quadrats iſt a. Daher iſt 


a? 
8 — 
MB! = 7 
5 a? 
Es ift PM? = a®—MB’ = > 
a 
Dieſe Werthe fubftituire man oben; das liefert 
* 5V2- 


Es iſt alfo PM gleich dem Radius der Kugel. Daher geht 
die Ebene des Quadrats BCDG durch den Mittelpunkt der 
Kugel und zerlegt das Oktaeder in zwei congruente vierſeitige 
Pyramiden. 

Den Radius y der Kugel zu finden, um welche das Ok— 
taeder liegt, falle man von dem Mittelpunkt M der Kugel eine 
Normale MV auf eine Seitenebene des Oktaeders. Eine Ecke 
dieſer Seitenebene ſei K, man ziehe VK und MK. Die Linie 
VK iſt zwei Drittel von der Höhe der Seitenebene, daher iſt 


a 
VK = 3y3. 


Es iſt MK, als Radius der Kugel, welche um das Oktaeder 
liegt, gleich 277 und MV iſt y; daher hat man 
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y = MK VK? = dat 


a 
und 7 66. 
Der Inhalt des Oktaeders iſt 
2-BCDG. PM 
3 
ü 2 
und dies iſt 3. 
Die Oberfläche des Oktaeders iſt 
24/3. 


$. 283. Aufgabe. 


Die Kante eines Ikoſaeders ſei a, man ſoll den Radius 
der Kugel berechnen, in welcher das Ikoſaeder liegt, den Ra— 
dius der Kugel, um welche es liegt, den Inhalt des Ikoſaeders 
und die Oberfläche deſſelben. . 


Auflöſung. Zuerſt werde der Radius x der Kugel 
berechnet, in welcher das Ikoſaeder liegt. Irgend eine Ecke 
des Ikoſaeders ſei P. Die fünf Ecken, welche zunächſt an P 
liegen, ſeien B, C, D, E, F. Die Ecke P iſt regulär, und die 
Bogen größter Kreiſe PB, PC, PD, PE, PF find gleich. Des— 
halb iſt BCDEF ein reguläres Fünfeck und P ift der Pol fei- 
ner Durchſchnittsebene. Von P aus fälle man eine Normale 
PM auf das Fünfeck. Die Normale trifft den Mittelpunkt M 
deſſelben und ſie geht durch den Mittelpunkt der Kugel. Man 
verlängere die Normale bis zum Durchſchnitt Q mit der Ku- 
gelfläche und ziehe MB. Es verhält ſich 

PM: MB = MB: M 
—= MB: 2x5 — PM 


und hieraus folgt 
_ un en. 
e eee 


MB iſt der Radius des Kreiſes, in welchem das reguläre 
Fünfeck liegt. Das Fünfeck hat a zur Seite. Daher iſt be— 
kanntlich 5 
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alſo MB’ = 5 — 75 = 7 2 
Es iſt PM? = a MB. 
2 5— 575 
Be | 
5—y5 
8 0 10 


Dieſe Werthe fubftituire man oben, und es entſteht 


* 47205 75). 
Den Radius y der Kugel zu finden, um welche das Iko⸗ 
ſaeder liegt, fälle man aus dem Mittelpunkt N der Kugel eine 
Normale NV auf eine Seitenebene des Ikoſaeders, und ziehe 


nach einer Ecke K dieſer Seitenebene die Linien VK und NK. 
Es iſt NK gleich x, NV gleich y und 


a 


Man hat demnach * N LEK 
3 ( 0 2 
na ae et 


N 


AN 
y = 15/0 F3y5). 


Den Inhalt des Ikoſaeders zu erhalten, zerlege man es 
in Pyramiden, deren Grundebenen die Seitenebenen ſind und 
deren Spitzen im Mittelpunkt der Kugeln liegen. Die Grund— 

2 
ebene einer jeden dieſer Pyramiden iſt —v3, die Höhe einer 
jeden Pyramide iſt y, die Anzahl der Pyramiden 20. Der 
Inhalt des Ikoſaeders iſt daher gleich 
20: a? S 
3 7/8. 14/6070 -+3Y5) 
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5 9 
oder, 12707 + 3/5) 
oder 72 U C505 T5 

5 
oder 12 (3 C5). 
Die Oberfläche des Ikoſaeders iſt 
5a 7/3. 


§. 284. Aufgabe. 


Die Kante eines Würfels ſei a, man ſoll den Radius der 
Kugel berechnen, in welcher der Würfel liegt, den Radius 
der Kugel, um welche er liegt, den Inhalt und die Oberfläche 
des Würfels. 5 


Auflöſung. Der Radius der Kugel, um welche der 
Würfel liegt, iſt gleich 


Ta. 
Der Radius der Kugel, in welcher der Wurfel liegt, iſt gleich 
a erg et 
Vase f 
alſo gleich 5V3. 


Der Inhalt des Würfels iſt a“, die Oberfläche 6a?.“ 


§. 285. Aufgabe. 


Die Kante eines Dodekaeders ſei a, man ſoll den Radius 
der Kugel berechnen, in welcher das Dodekaeder liegt, den 
Radius der Kugel, um welche es liegt, den Inhalt und die 
Oberfläche des Dodekaeders. 


Auflöſung. Der Radius x der Kugel, welche um das 
Dodekaeder liegt, werde zuerſt berechnet. Irgend eine Ecke 
des Dodekaeders ſei P. Die drei Ecken, welche der Ecke P 
zunächſt liegen, ſeien B, C, D. Die Ecke P ift regulär, und 
die Bogen größter Kreiſe PB, PC, PD find einander gleich. 
Daher iſt 800 ein reguläres Dreieck und P iſt der Pol ſei— 
ner Durchſchnittsebene. Man fälle von P eine Normale auf 
das Dreieck 80D. Die Normale trifft den Mittelpunkt M 
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des gleichſeitigen Dreiecks BCD und geht verlängert durch den 
Mittelpunkt der Kugel. Man verlängere die Normale PM 
bis zum Durchſchnitt @ mit der Kugelfläche, und ziehe MB. 
Dann verhält ſich 


PM: MB = MB:MQ = MB:2x— PM 


und hieraus ift 
MB CPM. 
eee 


Die Seite des gleichſeitigen Dreiecks 80D iſt die Diagonale 
des regulären Fünfecks, deſſen Seite a iſt. Die Diagonale 
des regulären Fünfecks iſt parallel mit der Seite deſſelben, 
mit welcher die Diagonale keinen Punkt gemeinſchaftlich hat. 
Man ziehe eine zweite Diagonale des Fünfecks. Dieſe theilt 
die erſte in zwei Theile, von welchen der eine gleich der Seite 
a des regulären Fünfecks iſt, der andere gleich der Seite des 
regulären Zehnecks, welches in einem Kreiſe liegt, der a zum 
Radius hat. Dies erhellet leicht aus den Winkeln, welche ſich 
ergeben. Die Seite des gleichſeitigen Dreiecks iſt daher gleich 

a . 


welches einerlei iſt mit 
4 en 
Die Linie MB iſt zwei Drittel von der Höhe dieſes gleichfeiti- 
gen Dreiecks. Daher iſt 
un 4 . 


Es iſt PM? = a? — MB? 
2 
1— N 


32 75 
== 5 a 


PM = 676 — 75). 


www.rcin.org.pl 


174 Siebentes Kapitel. 8. 285. 


Dieſe Werthe jubftituire man oben und es entſteht 


3+y1 37% 
X 7 au a 
257/500 — 755 
3 
ä — ̃ —— 
76 — 75 
oder x = 7V6@-V5). 


Den Radius y der Kugel zu beſtimmen, um welche das 
Dodekaeder liegt, fälle man von dem Mittelpunkt N der Ku- 
gel eine Normale NV auf eine der Seitenebenen, und ziehe 
nach einer Ecke K dieſer Seitenebene die Linien VK und NK. 
VK iſt der Radius des Kreiſes, in welchem das reguläre 
Fünfeck liegt, und die Seite des letzteren iſt a. Daher iſt 


NMS 5 


und hieraus folgt | 
vo = . 


Die Linie NK iſt x, NV iſt y, und daher hat man 
y?’ = X — VR. 
6 819.6). 
Sn 8 10 


25 +11y5,, 
e 1 
a 


alfo y = 50/10@5-+ 11Y5). 


Der Inhalt des Dodefaevers läßt ſich angeben, wenn 
man ihn betrachtet, als die Summe von zwölf fünffeitigen 
congruenten Pyramiden, von welchen jede eine Seitenebene des 
Dodekaeders zur Grundebene hat, und deren Spitzen im Mit— 
telpunkt der Kugeln liegen. Die Höhe einer jeden der Pyra— 
miden iſt y, der Inhalt der Grundebene einer jeden iſt, unter 2 
den Radius des Kreiſes verſtanden, welcher um dieſelbe liegt: 


a . — a 
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Es iſt aber 2 = VK. Daher iſt dieſer Inhalt einerlei mit 


5a / 5 7 75 
ehe 
= —y56-+2y5). 


Der Inhalt des Dodekaeders drückt fich alſo aus durch 


12 a r M Ne 
4 756 ＋ 27/5) 20010025 . 11/5) 


\ 


26 505 P1175 


N 


3 nn 
o ＋ 210775 


a° 
= 7(1547y5). 
Die Oberfläche des Dodekaeders ift 
34 7/505 + 2y5). 
III. Von einigen durch Rhomben begränzten 
Körpern. 
§. 286. 


Ein Parallelepipedum, welches durch congruente Rhom— 
ben begränzt iſt, heißt ein Rhomboeder. 

Die Anzahl der ein Rhomboeder begränzenden Rhomben 
iſt ſechs. Alle Kanten des Rhomboeders ſind gleich, und ihre 
Anzahl iſt zwölf. Die Anzahl der ebenen Winkel auf der 
Oberfläche des Rhomboeders iſt 24; zwölf von dieſen Win- 
keln find ſtumpf, die zwölf anderen find ſpitz; die ſtumpfen 
Winkel ſind einander gleich, eben ſo die ſpitzen, und die ſpitzen 
Winkel ſind die Supplemente zu den ſtumpfen. Von den zwölf 
körperlichen Winkeln ſind ſechs ſtumpf und einander gleich, 
ſechs ſpitz, und einander gleich, und die ſtumpfen ſind die Sup⸗ 
plemente zu den ſpitzen. Am Rhomboeder finden ſich acht 
Ecken; in jeder ſtoßen drei Flächen zuſammen. — Jedes Rhom— 
boeder hat zwei gleichſeitige Ecken, welche einander gegenüber 
ſtehen. Die Seiten dieſer gleichſeitigen Ecken ſind ſtumpf oder 
ſpitz; ſind ſie ſtumpf, ſo hat jede der übrigen ſechs Ecken zwei 
ſpitze Seiten und eine ſtumpfe; ſind ſie ſpitz, ſo hat jede der 
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übrigen ſechs Ecken zwei ſtumpfe Seiten und eine ſpitze. Eine 
Ecke eines Rhomboeders kann nämlich nur enthalten 

1) drei ſtumpfe Seiten, N 

2) zwei ſtumpfe Seiten und eine ſpitze, 

3) eine ſtumpfe Seite und zwei ſpitze, 

4) drei ſpitze Seiten, 
und die Fälle 1) und 3) führen, wie ſich leicht zu erkennen 
giebt, auf daſſelbe Rhomboeder, eben ſo die Fälle 2) und 4). 
Vermittelſt derſelben ſechs congruenten Rhomben können alſo 
zwei verſchiedene Rhomboeder begränzt werden; je nachdem 
na beiden gleichfeitigen Ecken ſtumpfſeitig oder ſpitzſeitig 
einrichtet. 


$. 287. Aufgabe. 


Die Kante eines Rhomboeders ſei a, die Seite der gleich— 
ſeitigen Ecken ſei ; man ſoll die körperlichen Winkel des 
Rhomboeders, die Oberfläche und den Inhalt berechnen. 


Auflöſung. Der Winkel der gleichſeitigen Ecke ſei x. 
Es iſt nach $. 254 . 


Cos60” _ Kr 
Costa 200820 
Durch den körperlichen Winkel x des Rhomboeders kennt 


man auch den anderen körperlichen Winkel deſſelben, denn er 
iſt das Supplement zum erſten. 


Der Inhalt eines der begränzenden Rhomben iſt a' Sing; 
die Oberfläche des Rhomboeders iſt daher 6a? Sing. 
Der Inhalt des Rhomboeders iſt nach §. 188 


3 in int. 3 
24 / Sinz Sing 


oder 2a Sing a/ Sinz a Sing a. 


. 1 PER 
Sinx = 


$. 288. Aufgabe. 


Es ſeien die beiden Diagonalen der Rhomben gegeben, 
welche ein Rhomboeder begränzen, man ſoll die Kante des 
Rhomboeders, die körperlichen Winkel, die Oberfläche und den 
Inhalt beſtimmen. 


Auflöſung. Die Hälfte der Diagonale, welche die 
Seiten der gleichſeitigen körperlichen Ecke durchſchneidet, ſei p, 
die Hälfte der anderen ſei g. Der Winkel der gleichſeitigen 
körperlichen Ecke ſei x, die Seite ſei y. 
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Man hat die Kante des Rhomboeders gleich 


5 
Sin+y — | 9 
Pp d- 
P 
pq! 
25g 
alſo Siny 2 
lt mern, 
ferner iſt nach dem vorigen Paragraph 
1 35 ae 42 YVp’-+gq? 
Sinzx = 3 7 
N „p 4: 
L — — —— 
5 alſo Cos x 8 25 
(p ＋ g )( 5p) 
und Sitte. Eb ee 


29 
Eine Seitenfläche des Rhomboeders iſt 2pꝗq, alſo die 
Oberfläche 12pq. Die Höhe des Rhomboeders wird erhalten 
in dem Product aus der Kante in SinySinx. Daher iſt der 
Inhalt des Körpers gleich 5 
Terran e eee 9) 
2pq · Yp? u ul Bart Ban a em a 
D9 Yp +4 p' 2p* 


oder gleich e ae 
§. 289. 


Es laſſen ſich viele von congruenten Rhomben begränzte 
Körper bilden, wenn es freiſteht, den Ecken beliebig ſtumpfe 
und ſpitze Seiten zu geben. Die Anzahl dieſer Körper wird 
beſchränkt, wenn jede Ecke nur ſtumpfe oder nur ſpitze Seiten 
erhalten ſoll. Wir wollen in dem gegenwärtigen Paragraphen 
diejenigen Körper aufſuchen, welche von congruenten Rhomben 
begränzt und deren Ecken nur aus ſtumpfen oder nur aus 
ſpitzen Seiten gebildet ſind. 

Es ſtelle Fig. 27 einen Theil der Begränzung eines ſol— 
chen Körpers vor. Die Ecke A ſei ſtumpfſeitig. Sie iſt dann 
nothwendig dreiſeitig, weil eine körperliche Ecke nicht mehr als 
drei ſtumpfe Seiten enthalten kann. Die drei Seiten der Ecke 

Wolff's Geometrie. 2. Th. 12 
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A ſind einander gleich, daher ſind auch ihre Winkel einander 
gleich, und die Ecke A iſt regulär. — Die Rhomben, welche 
die Ecke A bilden, haben bei C, E, G ſtumpfe Winkel. Des- 
halb find die Ecken C, E, G der Ecke A congruent. Auch 
die Ecke L iſt der Ecke A congruent. 

Die Ecke B iſt ſpitzſeitig. Zwei Seiten derſelben find 
durch die Rhomben ABCD, ABGF, welche zur Ecke A ge— 
hören, gegeben. Der Winkel 630 iſt ſtumpf, weil er dem 
Winkel FA gleich iſt. Die körperliche Ecke bei Bezu erzeu- 
gen, ſind daher wenigſtens noch zwei ſpitze Seiten erforderlich; 
indeß können mehr noch als zwei dazu verwendet werden. 
Die Ecke B iſt alſo wenigſtens vierſeitig, vielleicht mehrſeitig. 
Wir wollen ſie zuvörderſt vierſeitig annehmen. — Die Ecke B 
iſt gleichſeitig. Sie iſt auch gleichwinklig, denn ſie hat mit 
jeder der Ecken A, C, L, G einen Winkel gemeinſchaftlich, und 
die letzteren Ecken ſind congruent und gleichwinklig. Die 
Ecke B iſt daher regulär. Es erhellet leicht, daß die Ecken 
D, F, H, M der Ecke B congruent find. (Die Ecke D hat zu⸗ 
nächſt drei Seiten mit der Ecke B gleich, und die vierte Seite 


ED ift gleich der Seite GBL, weil ED+FA+GB, und 


DQ+CM#BL iſt; ferner find die Winkel der Ecke D gleich 
denen der Ecke B.) 

An dem Körper kommen überhaupt zweierlei Ecken vor, 
die einen find der Ecke A, die anderen der Ecke B congruent. 
Alle körperlichen Winkel des Körpers ſind einander gleich. 


Da die dreiſeitige reguläre Ecke A mit der vierſeitigen. 


regulären Ecke B gleiche Winkel hat, während die Seite der 
einen dieſer Ecken das Supplement iſt zu der Seite der ande— 
ren, ſo erhellet, daß die Raute, welche zur Begränzung des 
Körpers dient, nicht eine ganz beliebige ſein kann. Es erhel— 
let ferner, daß die Seite des Rhombus gleichgiltig iſt, aber die 
Winkel deſſelben beſtimmte find. Die Beſtimmung dieſer Win- 
kel ſoll zunächſt erfolgen. 0 
Der ſpitze Winkel des Rhombus ſei x, der körperliche 
Winkel des Körpers ſei y. Nach $. 254 haben wir, wegen 
der Ecke A N ö 
ee 
C0s(90 —9 28in 5 


42 
2 Sin? 10 Cos 45 2 2 7*, 2 


3 


* 
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Die Werthe für Sin ſetzen wir gleich, und erhalten 
„„ 
Sin 3 Cosg 
X 
Es folgt Cotgz = y8 
und hierzu findet fich 
Kr TU BL AAr. 


Der andere Winkel des Rhombus ift, als Supplement zu x, 
gleich 109° 28’ 16“. 
Aus der Gleichung 1) ergiebt ſich 


9 1 
eng 5 281n 
2 
a X 1 2 
hieraus folgt Cos; = en 1. 
28in 5 


Die Gleichung 2) multiplicire man mit Coss und ſubſtituire 
dieſen Werth; das liefert 


5 
48 - 1 — y2 
2 
Sin 7 = +y3 
A 
alſo 2 60 
und 3 


Wir wollen ferner die Anzahl der Begränzungsflächen, 
Ecken und Kanten des Körpers ausmitteln.— 

Die Anzahl der Ecken des Körpers ſei e, die Anzahl ſei— 
ner ſtumpfſeitigen Ecken ſei n, die Anzahl ſeiner ſpitzſeitigen 
ſei g. Die Anzahl der ſtumpfen Winkel auf der Oberfläche 
des Körpers iſt gleich der der ſpitzen. Die Aumpffeitigen Ecken 


ſind dreiſeitig, die ſpitzſeitigen ſind vierſeitig. Daher iſt 
Zn 49 
und nA De. 


12 * 
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4 

Hieraus folgt Dr ze 
es 

q = te. 


Die Anzahl der ſtumpfen Winkel auf der Oberfläche des Kör— 
pers iſt alſo De. Die Summe der Winfel auf der Oberfläche 


des Körpers beträgt fo viel geſtreckte Winkel, als ftumpfe 
Winkel auf ihr vorkommen, (weil jeder durch einen ſpitzen im 
Rhombus zu X ergänzt wird); die Summe der Winkel auf 


i 24 51 
der Oberfläche des Körpers beträgt daher e. R. Sie iſt aber 
nach §. 270 auch gleich (e — 2)4R. Das liefert die Glei— 
chung 


24 
. 
7 e ar (e — 2)4. 


Aus ihr folgt 2 14. 


4 
Die Anzahl m der ſtumpfſeitigen Ecken iſt nun ze oder 8. 


Jede ift dreiſeitig. Alſo finden ſich auf der Oberfläche des 
Körpers 24 ſtumpfe Winkel. Jeder Rhombus enthält zwei 
ſtumpfe Winkel. Deshalb iſt die Anzahl der begränzenden 
Rhomben zwölf. Aus $. 266 oder aus der Gleichung 


etf=k+2 
folgt, daß der Körper 24 Kanten hat. 


Diefer Körper heißt ein Rhomben-Dodekaeder, 
auch Granatoeder. Er iſt nach dem Bisherigen von zwölf 
congruenten Rhomben begränzt. Der ſpitze Winkel eines ſol— 
chen Rhombus iſt 70° 31 44“, der ſtumpfe 109 28˙ 16”. 
Der körperliche Winkel des Körpers iſt 120“. Der Körper 
hat 14 Ecken. Acht von dieſen Ecken ſind dreiſeitig und 
ſtumpfſeitig, die ſechs übrigen ſind vierſeitig und ihre Seiten 
ſind ſpitz. Die Anzahl der Kanten des Körpers iſt 24. 


Wir kehren zu Fig. 27 zurück. Sie ſtelle einen Theil der 
Begränzung eines von congruenten Rhomben begränzten Kör— 
pers vor. Die Ecke A enthalte wiederum drei ſtumpfe Sei— 
ten, die Ecke B ſei aber aus fünf ſpitzen Seiten gebildet. Es 
erhellet leicht, daß die ſtumpfſeitigen Ecken des Körpers regu— 
lär und congruent ſind, eben ſo die ſpitzſeitigen; daß an dem 
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Körper nur zweierlei Ecken vorkommen, und daß alle körper— 
lichen Winkel deſſelben gleiche Größe haben. 

Der ſpitze Winkel des Rhombus ſei x, der körperliche 
Winkel des Körpers y. Dann iſt wegen der Ecke A 


N Sin! 0 Cos60 we 2 


2 ä 
Cos(90 — 7 28in 2 
und wegen der Ecke B 


0 
2 x 
Cosz 


Die beiden Werthe für Sind ſetzen wir gleich; das liefert 


8 1 . Cos36 0 

BE x 

2Sinz Cosz 
X 1 


1762 gi 20008305 
und hierzu findet ſich x = 63926 6“. 
Der ſtumpfe Winkel des Rhombus iſt daher 116“ 337 54“. 


Aus S 
2 „ 28ůü 
2 
ergiebt ſich n 


Die Funktionen der Winkel x und y laſſen ſich vermit— 
telſt Seiten regulärer Vielecke beſtimmen; und der Winkel y 
ergiebt ſich dabei ohne Hilfe der Tafeln. Die Beſtimmung 
mag hier Platz finden, weil wir der Funktionen noch in der 
Folge bedürfen. 

Der Mittelpunktswinkel des regulären Fünfecks iſt 72“. 
Der Sinus von 36° iſt daher die Hälfte der Seite des regu— 
lären Fünfecks in dem Kreiſe, deſſen Halbmeſſer 1 iſt. Alſo iſt 


Sin36° = 2705 — 75) 

Cos36° — 4V6--2y5 

14 
1 
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und da auch 


fo folgt 
Hieraus weiter 


deshalb 
Aus 


und 


folgt 


Siebentes Kapitel. 


Dieſen Werth ſetze man in 1); das liefert 


$. 289. 
Dieſen Werth fubftituire man in 2). Es entſteht 
40080 
Sin, = * 
«K* 8200 821 
W T 
TSX 2 2 
BERN 
Sinx = 75 
X 2 
182 5 
2 
Sinx = v5 
** 4 
Bunt 5 
X 2 
Si vr 
1 70 T 275 
.y 110 +2y5 
Sing 8 
8 5 5 —1 5 
Die Seite des Zehnecks zum Halbmeſſer 1 iſt e 
Der Mittelpunkts winkel des Zehnecks iſt 36°. Daher iſt 
Sin18° —.— Be 
2 
Gars“ y10 + 2y5 8 15. 


Folglich iſt 


Sin — Cosi8° = Sin72’ 
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g X _ 790 
alfo 2872 
1 


Es iſt noch die Anzahl der Begränzungsflächen, der Ecken 
und der Kanten des Körpers zu beſtimmen. pe 

Die Anzahl der Ecken ſei e; die Anzahl der dreifeitigen 
Ecken fein, die der fünfſeitigen g. Dann iſt 


3n = 5 
und n+q=e 
3 
Hierays folgt a ⸗ 8e 
er: 
n = 58. 


Die Anzahl R ftumpfen Winfel auf der Oberfläche des Kör- 
pers iſt daher 55 die Summe aller Winkel auf der Ober— 


fläche des Körpers alſo 2 R, und wir haben die Gleichung 


30 
8e (e — 2) 4. 1 


Aus ihr folgt e = 32. * 


Nun ergiebt ſich ferner n = de — 20, alſo iſt die Anzahl der 


ſtumpfen Winkel auf der Oberfläche des Körpers 60, und die 
Anzahl der begränzenden Rhomben 30. Die Anzahl der Kan— 
ten iſt 60 nach $. 266. 

Dieſer zweite Körper heißt ein Rhomben-Triakon— 
taeder. Er iſt von 30 congruenten Rhomben begraͤnzt. Der 
ſpitze Winkel dieſer Rhomben iſt 63“ 26“ 6“, der ſtumpfe 
116° 33° 54“. Der körperliche Winkel des Körpers iſt 144“. 
Der Körper hat 32 Ecken. Zwanzig von dieſen Ecken ſind 
dreiſeitig und ihre Seiten ſind ſtumpf; die übrigen 12 ſind 
fünfſeitig und die Seiten ſind ſpitz. Die Anzahl der Kanten 
des Körpers iſt 60. 

Wir kehren abermals zu Fig. 27 zuruck. Die Ecke A 
habe drei ſtumpfe Seiten, die Ecke B ſei aber aus ſechs ſpitzen 
Seiten gebildet. Der ſpitze Winkel des Rhombus ſei x, der 
körperliche Winkel des Körpers ſei y. Es ergeben ſich, wie 
oben, die Gleichungen: 


N r 1 1 
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Sin! Er er #4 8 
Sin > Sin 
Sin? 2 Cos30 
s Cos- 
2 
Aus ihnen folgt 
0 k x 
Daher ift 3 * 30° 
und x = 60°; 


Der ſtumpfe Winkel des Rhombus mißt demnach 120°; und 
da dieſer nicht als Seite der körperlichen Ecke A dienen kann, 
ſo kann die Ecke B nicht aus ſechs Seiten gebildet werden. 

Wollte man der Ecke B mehr als ſechs Seiten geben, 
fo würde der Winkel x noch kleiner ausfallen, und der ſtumpfe 
Winkel des Rhombus größer als 120°. Daraus erhellet, daß 
das Rhomben-Dodekaeder und das Rhomben-Triakontaeder die 
einzigen Körper ſind, deren Begränzungen aus congruenten 
Rhomben beſtehen, und deren Ecken nur ſtumpfe oder nur 
ſpitze Seiten enthalten. 


$. 290. Lehrſatz. 


Sowohl beim Rhomben-Dodekaeder als beim Rhomben— 
Triakontaeder findet ein Punkt Statt, welcher von allen Be- 
gränzungsebenen gleich weit entfernt iſt; und dieſer Punkt liegt 
da, wo die Normalen ſich ſchneiden, welche auf zwei benach— 
barten Rhomben in den Durchſchnittspunkten ihrer Diagona— 
len errichtet ſind. 

Beweis. Man ziehe Fig. 27 die Diagonalen der Rhom— 
ben ABCD und AD EF. Die Durchſchnittspunkte der Diago- 
nalen ſeien N und P. — Von N aus fälle man eine Nor- 
male NX, von P aus eine Normale PY auf die Kante AD, 
Dieſe Normalen treffen denſelben Punkt S der Kante AD; 
denn es find die Dreiecke ADN und ADP congruent, dann 
auch die Dreiecke AX X und APY. — Die Ebene Nsb ſteht 
normal auf jedem der Rhomben ABCD und ADEF. In den 
Punkten N und P errichte man Normalen auf den Rhomben. 
Die Normalen fallen in die Ebene NSP, und ſchneiden ſich 


XANMNX / FI : 
VVV 7 VV.IUIll. " 
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in einem Punkte V. Die Dreiecke VNS und VPS find con- 
gruent. Daher find die Normalen NV und PV gleich. — 
Es erhellet, daß je zwei benachbarte Rhomben daſſelbe Reſul— 
tat gewährt haben würden. Deshalb treffen die Normalen, 
welche auf den Rhomben in den Durchſchnittspunkten der 
Diagonalen errichtet werden, alle in demſelben Punkt zuſam— 
men, und ſind einander gleich. Das iſt der Satz. 


$. 291. Zuſätze. 
1) Das Rhomben-Dodekaeder ſowohl als das Rhomben— 
Triakontaeder liegt um eine Kugel. 
2) Aus der Congruenz der Dreiecke VNS und VPS er- 
hellet, daß der Winkel VSN die Hälfte von dem körperlichen 
Winkel y des Körpers iſt. Der Radius WN drückt ſich da- 


her aus durch NSTgg. — Es ſei a die Seite des Rhombus, 


x der ſpitze Winkel deſſelben. Dann iſt NS gleich +aSinx. 
Dies erhellet leicht, wenn man von C aus eine Normale auf 
die Kante AD fällt. — Der Radius der Kugel drückt ſich 
demnach aus durch 


tasinx Tg. 


$. 292. Aufgabe. 


Die Kante eines Rhomben-Dodekaeders ſei a; man ſoll 
den Radius der Kugel berechnen, um welche es liegt, die Ober— 
fläche und den Inhalt des Rhomben-Dodekaeders. 

Auflöſung. Nach dem vorigen Paragraphen drückt ſich 
der Radius der Kugel aus durch a 


dasime gg 


unter x den ſpitzen Winkel des Rhombus, unter y den kör— 
perlichen Winkel des Körpers verſtanden. Es iſt nach $. 289 


Cotg⸗ 8 


8 1 
daher Sing ns 
x 
Cos; = y% 
alſo Sinx = 372. 


=. 
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Es iſt ferner nach demſelben Paragraph Sing = 4y3, alſo 


Oos =4#, und 182 = 3. Dieſe Werthe ſubſtituire man oben, 


und es entſteht für den Radius der Kugel 
4432. 
oder a/. 

Die Oberfläche des Rhomben-Dodekaeders iſt 12a? Sinx, 
oder, wenn man für Sinx den Werth ſetzt, 8a 7/2. 

Den Inhalt des Rhomben-Dodekaeders zu beſtimmen, 
betrachte man ihn aus 12 Pyramiden zuſammengeſetzt, von 
welchen jede eine Seitenfläche zur Grundebene hat, und deren 
Spitzen im Mittelpunkt der Kugel ſich befinden, um welche 
das Rhomben-Dodekaeder liegt. Man erhält für den Inhalt 

78/2. 7 


er 
oder 9 73. 


§. 293. Aufgabe. 

Die Kante eines Rhomben-Triakontaeders ſei a; man ſoll 
den Radius der Kugel berechnen, um welche es liegt, die Ober— 
fläche und den Inhalt des Rhomben-Triakontaeders. 

e Der Radius der Kugel iſt nach S. 291 
glei 


f dasine ge 


wenn x den ſpitzen Winkel des Rhombus, y den körperlichen 
Winkel des Körpers vorſtellt. Nach 8. 289 ift 


; 2 
Sinx 7⁵ 
1 
ferner 8 Sin Y10-+2y5 
2 4 
—1 5 
Cos = = 
2 4 
y 10 + 2y5 
alſo 183 * 5 


eee _ ya-Fayß, 
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Wein nen dieſe Werthe ſubſtituirt, e für den Radius 


a/ T2775. 
Die an iſt gleich 
3 12/5. 
Der Inhalt ift 
4a 75 ＋ 2/5. 
wre Bu 
* 
. 4. = 
. 4 
x * * 
77 nz 
ET 
> a 
vu 
RTL 
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Man ftelle ſich ein Tetraeder vor. Auf jeder von den vier 
Begränzungsflächen errichte man in dem Mittelpunkt eine Nor- 
male, nehme die Normalen gleich groß, und denke über jeder 
von den Begränzungsflächen eine dreiſeitige Pyramide, welche 
die Normale zur Höhe hat. Das Tetraeder geht dadurch 
über in ein Pyramiden-Tetraeder, und dies iſt von zwölf 
gleichſchenkligen congruenten Dreiecken begränzt. 

Den Normalen kann man eine ſolche Größe geben, daß 
je zwei an einer Kante des Tetraeders zuſammenſtoßende 
Dreiecke in eine Ebene fallen. Das Pyramiden-Tetraeder geht 
dann in einen Körper über, welcher von ſechs congruenten 
Rhomben begränzt iſt, und es läßt ſich zeigen, daß dieſe Rhom- 
ben Quadrate ſind, der entſtandene Körper iſt alſo ein Würfel. 

Die eine Diagonale der Rhomben iſt die Kante des Te— 
traeders; wir werden zeigen, daß die zweite ihr gleich ſei. Die 
Kante des Tetraeders ſei 1, dann iſt jede Höhe jedes der es 
begränzenden Dreiecke gleich 27/3. Durch eine Kante AB des 
Tetraeders denke man eine Ebene normal zur gegenüberſtehen— 
den Kante CD. Dieſe wird in ihrer Mitte getroffen, und 
die Ebene ſchneidet das Tetraeder in einem Dreieck AB Fig. 28, 
deſſen Seite AB gleich 1 iſt, während jede der Seiten AQ und 
B gleich iſt 73. Der an der Kante CD liegende Rhom— 
bus wird in der Diagonale GH gefchnitten, und LH und 
NG find die Normalen auf den in CD zuſammenſtoßenden 
Tetraederflächen. EL iſt ein Drittel von QB. Der Winkel 
AB iſt der körperliche Winkel des Tetraeders, und man hat 

1= 4 ＋— 2 Cos AB 
alſo Cos AB = +. 
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Deshalb trifft eine von A auf h gefaͤllte Normale den 
Punkt L. Nun verhält ſich 
H: AB = OL: BL = 1: 2 

daher iſt GH = AB. Der Rhombus iſt mithin ein Quadrat, 
und der Körper ein Würfel. a 

Wenn man in jeder von zwei parallelen Würfelflächen 
eine Diagonale zieht, ſo daß dieſe Diagonalen rechte Winkel 
bilden, fo find die an den Endpunkten dieſer Diagonalen lie— 
genden Würfelecken Ecken eines Tetraeders, aus dem der Wür⸗ 
fel hervorgehen kann. Ueberhaupt laſſen ſich die Diagonalen 
der Würfelflächen als die Kanten zweier gleichen Tetraeder 
gruppiren, und aus jedem derſelben läßt ſich der Würfel er- 
halten. 


2. 


Man ſtelle ſich einen Würfel vor. Auf jeder von den 
Begränzungsflächen errichte man in ihrem Mittelpunkt eine 
Normale, nehme die Normalen gleich, und denke über jeder der 
Begränzungsflaͤchen eine vierſeitige Pyramide, welche die Nor— 
male zur Höhe hat. Der Würfel geht dadurch über in einen 
Pyramiden-Wüurfel; und dieſer iſt begränzt von 24 congruenten 
gleichſchenkligen Dreiecken. 

Die Normalen kann man ſo groß denken, daß je zwei an 
einer Kante des Würfels zuſammenſtoßende Dreiecke in eine 
Ebene gerathen. Der Pyramiden-Würfel geht dadurch in 
einen Körper über, welcher von 12 eongruenten Rhomben 
begränzt iſt, und dieſer Körper iſt das Granatoeder. 

Man ſchneide den Würfel durch eine Ebene, welche durch 
die Mitte einer Kante geht und auf derſelben normal ſteht. 
Die Ebene ſchneidet die drei Kanten des Würfels, welche mit 
jener parallel ſind, gleichfalls in ihren Mitten und ſteht auf 
ihnen normal. Der Würfel wird von der Ebene in einem 
Quadrat geſchnitten, welches congruent iſt ſeinen Begränzungs— 
flächen, fie enthält vier von den Normalen, und dieſe ſtehen 
auf den Mitten der Seiten jenes Quadrats, endlich ſchneidet 
die Ebene die vier Rhomben, welche an den geſchnittenen 
Würfelkanten liegen, in Diagonalen. Dieſe bilden ein Qua— 
drat, deſſen Ecken die Endpunkte der Normalen ſind, und deſſen 
Seiten parallel ſind und gleich den Diagonalen des erſteren 
Quadrats. Die eine Diagonale des Rhombus iſt alſo gleich 
der Kante des Würfels, die andere gleich der Diagonale zu 
dem Quadrat über der Kante. 

Die Kante des Wurfels ſei gleich 1. ACBD Fig. 29 
ſei einer der Rhomben, welche den Körper begränzen, in den 

Wolff's Geometrie. 2. Th. 13 
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wir den Würfel haben übergehen laſſen. Die Diagonale AB 
ſei gleich der Kante des Würfels, alſo gleich 1; die andere 
CD iſt dann gleich /2, und es findet ſich AC = 273. Das 
Dreieck ABC iſt daher dem Dreieck AB Fig. 28 aͤhnlich, und 
es iſt der ſpitze Winkel ACB des Rhombus gleich dem körper— 
lichen Winkel des Tetraeders. Man kann ſich jetzt leicht über- 
zeugen, daß der in Rede ſtehende Körper das bereits früher 
betrachtete Granatoeder iſt. 


Man fälle die Normale BQ. Die Dreiecke ABQ und 

ACN find ähnlich, und es verhält ſich 
AB: BS = AC:CN 

oder 1: BQ = 27/3: 272 = 73:02 
daraus iſt BQ = r = 276. 
Man denke eine Diagonale einer Würfelfläche, und fälle aus 
ihren Endpunkten Normalen auf die eine der ihr zunächſt ge⸗ 
genüberliegenden Kanten des Granatoeders. Jede der Nor- 
malen wird gleich der Linie BQ, und es entfteht ein Dreieck, 
in welchem dieſe Normalen den körperlichen Winkel des Gra— 
natoeders bilden. Nennen wir ihn „, ſo hat man 


2 = F ＋˙ 23 Cosy 
alſo Cosy = —+ 
und F * 1209; 


Man ſtelle ſich einen Würfel vor und das Granatoeder, 
in welches man den Würfel kann übergehen laſſen. Die klei— 
neren Diagonalen der Granatoederflaͤchen find die Kanten des 
Würfels, die größeren Diagonalen bilden die Kanten eines 
Oktaeders. Es fällt in die Augen, daß das Granatoeder auch 
hervorgeht, wenn man das Oktaeder zunächſt in ein Pyrami— 
den-Oktaeder übergehen, und die Höhen der hinzugetretenen 
Pyramiden 9 läßt, bis je zwei an einer Oktaederkante 
zuſammenſtoßende Dreiecke in eine Ebene gerathen. An jedem 
Granatoeder finden ſich daher acht Ecken, die einem Würfel 
zugehören, und die übrigen ſechs entſprechen einem Oktaeder. 
Die Würfelecken find ſtumpfſeitig, die Oktaederecken ſpitzſeitig. 
Läßt man das Granatoeder aus dem Würfel hervorwachſen, 
ſo ſind des Oktaeders Ecken die hinzutretenden, entſpringt es 
aus dem Oktaeder, fo treten die Würfelecken hinzu. 


3 


Bei der Stellung, welche die drei Körper Würfel, Gra— 
natoeder und Oktaeder zu einander einnehmen, iſt leicht erſicht— 


www.rcin.org.pl 


8. Uebergänge und Verwandtſchaften. 191 


lich, daß durch Abſtumpfung der Oktaederecken Würfelflächen, 
durch Abſtumpfung der Würfelecken Oktaederflächen ſich bilden, 
durch Abſtumpfung der Kanten des Würfels oder der Kanten 
des Oktaeders aber Granatoederflächen auftreten. Dies führt 
zu den Combinationen aus dieſen Körpern. 

Man ſtelle ſich einen Würfel vor, und ſtumpfe die Ecken 
ab durch Ebenen, welche durch die Mitten der Würfelkanten 
gehen. Dadurch entſteht ein Körper, welcher als Combination 
des Würfels und Oktaeders erſcheint, und der durch ſechs 
congruente Quadrate und acht congruente gleichſeitige Dreiecke 
begränzt iſt. Dieſer Körper heißt Cubooktaeder. Derſelbe 
Körper geht hervor, indem man die Ecken eines Oktaeders ab- 
ſtumpft durch Ebenen, welche man durch die Mitten der Ok— 
taederkanten legt. 


4. 


Man ſtelle ſich ein Oktaeder vor. Die zwölf Kanten 
bilden drei congruente Quadrate. Man ſchneide das Oktaeder 
durch eine Ebene, welche durch die Mitten zweier parallelen 
Kanten geht. Die Durchſchnittsfigur iſt ein Rhombus, deſſen 
eine Diagonale gleich der Seite eines ſolchen Quadrats iſt, 
während die andere gleich iſt einer Diagonale. Dieſer Rhom— 
bus iſt alſo ähnlich den Granatoederflächen, ſein ſpitzer Winkel 
iſt gleich dem körperlichen Winkel des Tetraeders, fein ſtumpfer 
gleich dem des Oktaeders. Je zwei Oktaederflächen, welche 
in einer Ecke zuſammenſtoßen, aber nicht in einer Kante, bilden 
daher den Winkel des Tetraeders, und je vier Oktaederflächen, 
welche nicht in einer Kante zuſammenſtoßen, find Tetraeder— 
flächen. Das Oktaeder läßt ſich als Combination zweier Tetraeder 
betrachten u. ſ. w. f 


5. 


Man ſtelle ſich ein Granatoeder vor. Auf jeder von ſei— 
nen Flächen errichte man in dem Durchſchnittspunkt der Diagos 
nalen eine Normale, nehme die Normalen gleich, und denke 
über jeder Granatoederfläche eine vierſeitige Pyramide, welche 
die Normale zur Sie hat. Das Granatoeder geht dadurch 
in ein Pyramiden-Granatoeder über, und dies iſt von 48 con— 
gruenten, gleichſchenkligen Dreiecken begränzt. 

Die Normalen nehme man weiter ſo groß, daß je zwei 
an einer Kante des Granatoeders zuſammenſtoßende Dreiecke 
in eine Ebene fallen. Das Pyramiden-Granatoeder geht da— 
durch in einen Körper über, welcher von 24 congruenten Vier- 
ecken begraͤnzt iſt. Dieſer Körper heißt Leucitoeder. 

13* 


I 
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Es ſei ACBD Fig. 29 eine der Granatoederflächen. Wir 
ſetzen AB = 1, und es iſt CD = 7/2, AC = 4y3. In der 
Leucitoederfläche ſtehen die Diagonalen auf einander normal; 
die eine iſt gleich A0; wir wollen die zweite beſtimmen. Man 
denke die Normalen BQ und NP. Es iſt C = AC, alſo, 
da N die Mitte von AB iſt, auch AP = ZAC = 4y3 


6 
und . +BQ 3 276 (2) 
Der Winkel des Granatoeders ift 120». Man denke in N 
eine Normale NT auf der Ebene errichtet, ſo groß, daß der 
Winkel NPT gleich 30° werde, und es iſt PT die halbe zweite 
Diagonale der Leucitoederfläche. Man hat nun 


PT = NPSec30° 
2 
BERN) A 
= 46 55 
7 


Demnach iſt die zweite Diagonale gleich 3/2. Die Diagona— 
len der Leucitoederfläche verhalten ſich daher wie 8/2278 
oder wie 4/2:3/3; fie ſtehen, wie ſchon erwähnt, normal 
auf einander, und es wird die, welche gleich der Kante des 
Granatoeders iſt, von der anderen in zwei Theile getheilt, die 
ſich verhalten wie 1: 2. 


Es ſei ASCT Fig. 30 eine Leucitoederfläche, A0 ſei 2/8, 
dann iſt ST = 3y2, und es findet ſich CT = 75. Man 
denke aus A eine Normale AV auf CT gefällt; es verhält ſich 

AV: AC PT: TC 

oder AV: 2/3 372: 75 = 72:75 

und daraus iſt AV = 7/30. 


Man denke Fig. 29 aus den Endpunkten der Diagonale 
AB Normalen auf die Leueitoederkante CT gefällt. Sie wer⸗ 
den gleich AV, und es entſteht ein Dreieck, deſſen Seiten 1, 
20/30 und 7/30 find, und welches der Seite 1 gegenüber 
einen körperlichen Winkel 2 des Leucitoeders enthält. Aus 
dem Dreieck findet ſich leicht 5 

5 Cos = . 

Der an der kürzeren Kante befindliche Winkel “ des Leueitoe⸗ 
905 iſt von jenem verſchieden, und es findet ſich auf ähnliche 
Weiſe 


Cos = —:. 
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Man ſtelle ſich ein Leucitoeder vor und das Granatoeder, 
aus welchem das Leucitoeder hervorgehen kann. Die klei— 
neren Diagonalen der Leucitoederflächen ſind die Kanten des 
Granatoeders, die größeren bilden die Kanten eines Cubook— 
taeders. Das Leucitoeder geht daher auch hervor, indem man 
das Cubooktaeder in ein Pyramiden-Cubooktaeder übergehen 
läßt u. ſ. w. 


6. 


Man ſtelle ſich einen Würfel vor. In der Mitte jedes 
der begränzenden Quadrate nehme man eine gerade Linie 
parallel zu zweien Seiten des Quadrats, und ſymmetriſch zu 
allen vier Seiten. Die Linien nehme man gleich, und fo ge— 
legen, daß jede normal ſteht auf denen in den benachbarten 
Würfelflächen, wie Fig. 31 es andeutet. Die Linien erhebe 
man gleichmäßig, und laſſe auf ſolche Weiſe über jeder Wür⸗ 
felfläche ein ſchief abgeſchnittenes ſymmetriſches dreiſeitiges 
Prisma ſich bilden. Die Linien erhebe man ſo weit, daß je 
zwei an einer Würfelkante zuſammenſtoßende Flächen in eine 
Ebene gerathen. Dadurch entſteht ein Körper, welcher von 
12 congruenten Fünfecken begränzt iſt. Die Geſtalt der Fünf— 
ecke hängt von der Länge der Linien ab, welche man ſich hat 
erheben laſſen, und es fällt in die Augen, daß auch das regu— 
laͤre Dodekaeder in dieſer Weiſe ſich bilden läßt. 

Die Diagonalen der Flächen des regulären Dodekaeders 
laſſen ſich gruppiren zu den Kanten von fünf gleichen Wür— 
feln, und aus jedem dieſer Würfel kann das Dodekaeder her— 
vorgehen. 


7. 


Man ſtelle ſich ein reguläres Dodekaeder vor, und laſſe 
es in ein Pyramiden-Dodekaeder übergehen. Dies iſt begränzt 
von 60 gleichſchenkligen congruenten Dreiecken. Die Höhen 
der hinzugetretenen Pyramiden laſſe man wachſen bis je zwei 
an einer Dodekgederkante zuſammenſtoßende Dreiecke in eine 
Ebene fallen. Dadurch entſteht ein Körper, welcher von 30 
congruenten Rhomben begränzt iſt, und dieſer Körper iſt das 
Rhomben-⸗Triakontaeder. 

Beim Rhomben-Triakontaeder find die einen Diagonalen 
der Rhomben die Kanten des Dodekaeders, die anderen aber 
bilden die Kanten eines Ikoſaeders, fo daß man auch aus 
dieſem das Triakontaeder in der mehrfach angewendeten Weiſe 
kann laſſen hervorwachſen. 
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Die Rechnungen führen ſich hier in eben ſo elementarer 
Weiſe aus, wie in den früheren Nummern. Bemerkenswerth 
iſt, daß der körperliche Winkel des regulären Dodekaeders 
gleich iſt dem einen Winkel des Rhombus vom Triakontaeder. 


8. 


Das Triakontaeder kann man in ein Pyramiden-Triakon⸗ 
taeder übergehen laſſen, und dies weiter in einen Körper, 
welcher durch 60 congruente Vierecke begränzt iſt. Die einen 
Diagonalen des letzteren Körpers ſind die Kanten des Tria— 
kontaeders, die anderen bilden die Kanten eines Körpers, der 
von 12 congruenten regulären Fünfecken, und von 20 con⸗ 
gruenten gleichſeitigen Dreiecken begränzt iſt. Dieſer Körper 
geht ſowohl aus dem Dodekaeder als aus dem Ikoſaeder her— 
vor, wenn man die Ecken durch Ebenen abſtumpft, welche man 
durch die Mitten der Kanten legt; und aus ihm läßt ſich 
gg jener Körper bilden, der begränzt ift von 60 Bier- 
ecken. 


9. 


Das Tetraeder ging durch das Pyramiden⸗-Tetraeder in 
den Würfel über. In dieſem erſcheinen zwei Tetraeder und 
fie ſchneiden ſich in einem Oktaeder. — Aus dem Würfel ſo⸗ 
wohl wie aus dem Oktaeder gelangt man zum Granatoeder. 
In ihm treten jedesmal Würfel und Oktaeder auf, ſich in einem 
Cubooktaeder ſchneidend. — Granatoeder und Cubooktaeder 
gewähren jedes das Leucitoeder. U. ſ. w. 
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